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O030p OMHOMHAJIBHBIX MMPAMUJI HA OCHOBE
Pa3JIUYHBIX CUCTEM CUMCIICHUS

B.K. I'ynakos, K.B. I'ynakos

Annomayus - B cratbe paerca 0030p OMHOMHAJIBHBIX
CTPYKTYP JAHHBIX HA OCHOBE Pa3JIMYHBIX CHCTEM CYHCJIEHM.
Takoii moaXox MO3BOJISeT YJIAYYIIUTh NPOU3BOAUTE]bHOCTH
onepauuii Hag OMHOMMAJIbHBIMM NHPAMHUAAMH, TAKHMH KaK
yBeJIMYeHHe W YMeHbIIeHHe 4YHCJIAa 3JIeMeHTOB, BCTaBKY
3J1eMEeHTOB, CJIMSIHUA nHpaMuj]. PaccMaTpuBalTest pa3indHblie
CHCTeMbI CUMCJIeHUs: OMHApHbIe, H30bLITOYHbIE, 0€3 HYJIeBbIe,
peryjsipHble, Kocble H HMX KomMOumHamuu. CrtpykTypa
OMHOMMAJBLHBIX MUPAMH/] XOPOLIO ONMUCHIBAETCS OMHAPHBIM
YHCJIOM, PaBHBIM KOJHMYECTBY 2JJIeMEHTOB B IHpamuje.
PaGorasi ¢ 3TUMH YHCIAMH, MOKHO 3()(PEeKTHBHO BBHINOJHATH
pa3inyHble ONMepalMM HaJ NMUPAMHUIAIBHBIMH CTPYKTYpPaMH.
IIpodsema npencraBjieHusi OMHAPHOIO YHCJIA 3aK/I0YaeTcs B
TOM, 4YTO YBeJHM4YEeHHEe HJIU YMEHbIICHHEe YHCJIA HA eJUHHIY
MOKeT NPHBECTH K KACKAaJHOMY HM3MCHCHHI0 MHOruX uudp
4YHCJIA, YTO BJIUSCT HA Pe3yJbTaT B XyllleM ciay4ae. [Lis Toro,
4yTo0bl YHTH OT 3TOH CHUTYallMH, HCHOJb3YIOTCSl JApyrue
cHUCTeMBbl cYHCIeHMsi. B cTraThe KpaTko paccMaTpuBaKOTCS

pPasiinyHble CHUCTEMbI CYHCICHUHA, HX KOMOMHAIMM W MX
BO3MOKHOCTH.
Knrwoueevie cnoea: aepeBbs, OMHOMMHAJILHASI nupamMuaa,

H30BITOYHBIE CHCTEMBI CYHCJICHHUS, CJIOKHOCTH aJIropurMa.

BBEJIEHUE

COBepILICHCTBOBAHHE W DPA3BUTHE MHPAMHUIATBHBIX
CTPYKTYp [AaHHBIX Kak [PaBUIIO, OasupyeTcs Ha [BYX
OCHOBHBIX HarpasieHusx. [lepBoe 3akiroyaeTcs B CO3aHUM
HOBBIX (OPM XpaHEHHs MAAHHBIX H HOBOIl CTPYKTypHOM
apXUTEKType, 4YTO B COBOKYIHOCTH BJHSET Ha BpeMs
paboThl  pasNMYHBIX  OMEpaldil, NPOU3BOAUMBIX HaJ
NUpaMHUIATbHON CTPYKTYpOH JIaHHBIX. Bropoe
HalpaBJIeHUe —  oOclalblieHHe OCHOBHOTO  CBOMCTBa
OUpaMHUIbl M Ocla0jeHHe TpaBWI W  OTPaHUYCHUH,
HaKJIaJblBaeMbIX ~ HAa  IHPaMHIAIBHYIO  CTPYKTYDY.
[Ipumepom moxet cayxuts AVL-nepeso. B nienmom ananms
CYIIECTBYIOIUX TCHACHIUH B Pa3BUTHH NMHPAMHIAIbHBIX
CTPYKTYp paccMoTpeH B paboTtax [1, 7].

11111111 HoBelii moaxom B

Pa3BUTHU  THUPaMUJAIBHBIX

99999999 CTPYKTYp - B3IJISiA  Ha

+ 1 MIUpaMHIbI ¢ MO3ULINHU

100000000 IPYTUX CHUCTEM CUYHUCIIECHMUS.
pyr

Puc.1. Kackagnoe BzanmocBs3b MCXKIY

CJIOXKEHUE cucTeMaMu CUHUCIICHUA )51

CTPYKTypaMu JTaHHBIX

JOCTATOYHO TPOCTa W BIEPBBIE OINMCAHA B 3alHMCKax
cemuHapa Knencu u Kuyra [6].

IMpennonaraercs, 4TO npeacTaBiIeHUe
OMHOMHUAJIBHBIX MMUPAMHUJ B JPYTHX CHCTEMAaX CUMCIICHUS
NpUBEAET K YMEHBIIEHUIO KOJMYECTBA CPAaBHEHHH W
KOJIMYECTBA CIIUSHUM ONHOMHUAIBHBIX IEPEBLEB.

B JecATMYHOM ~ CHCTEME  CUHCIEHHS  OIHO
NpUpALICHHE MOXKET MPUBECTH K KACKAIHBIM CIIOKECHUSIM

(Puc.1). YV OuHapHOH CHCTEMBI CUHCICHHS €CThb Ta XKe
mpobiema.

Msbl umieM cucteMy, B KOTOPOH IpHUpalieHHe HU
YMEHBIICHHE MOXET OBITh BBIMOJHEHO C IOCTOSIHHBIM
KOJINYECTBOM M3MEHEHUH 1udp.

Kaxnon OMHOMHAILHON nupamuze B
COOTBETCTBYIOIIEH CHCTEME CYMCIECHHS COOTBETCTBYET
HekoTopoe uuciao d, HemocpeAcTBEHHO 0003HaYaroIee
KOJIMYECTBO DJIEMEHTOB B mupamuze. Beemem ctpoky <dy.,
...,d1, do>, KOTOpas OyAeT ABIATHCS MPEIACTABICHHEM YHCIIA
d B KakoH-1MOO U3 TMPEACTABICHHBIX HHXKE CHCTEM
cukcienus.  Torma  3Hayenume  uuciaa d - Oyger
PACCUMTBIBATBCS KaK Y. ieq d; * W;, TIE:

e | — pHACKC IU(PBI B CTPOKE YHCIA MIM DPaHT
OMHOMHAJILHOTO JIepeBa WM CTENeHb HCXOoJa W3

BEPIIUHBI  COOTBETCTBYIOIETO OMHOMHAIHHOTO
JiepeBa;
o d; mudpa B mpeAcraBieHnr uuciaa  d,

COOTBETCTBYIOIAsE KOJIHYECTBY JCPEBBEB  I-TO
paHra B IHPaMU/IE;

e W; —3Ha4YeHHe i-ii LUQpPBI B MPEICTABICHAN YHCIIA,
KOTOPOE COOTBETCTBYET KOJIHYECTBY JJICMEHTOB B
JiepeBe i-ro panra B nUpamMu/e.

st KaXI0ro MpeCTaBICHHS MUPAMHUIIBI B
pa3IMYHBIX CHCTEMaX CYHCICHHs e€ pasMep N
comepxutr O; OMHOMUANBHEIX JICPEBbEB PA3MEPOM
w;=2' wm d; KOChIX GMHOMMAIIBHBIX EPEBbEB
pasmepom W;=2"*"-1,

TpeGoBaHMUsI K CHCTEMAaM CUHCIICHHUSL:

o |{d;li € {0, 1, ..., k-1}}| MuHHManbHasI, HACKOJIBKO
3TO BO3MOXHO IS BCeX d;;

e  Veenuuenue B r000# nmosummu i (increment (d, i))
TEHEePUpPYET KaK MOXKHO MEHBIIIEe U3MEHEHHH HUdp
B XY/LIEM CllyJae;

e VYwmeHbluieHue B n00o0i mo3uimu i (decrement (d,
i)) reHepupyer Kak MOXXHO MEHbIIE H3MEHEHHH
uudp B XyALIeM clydae.

Just  peanusauuu 3THX W OPYrHX  yIy4IICHHI
HCIIONB3YIOTCSL CBOWCTBA PAa3MYHBIX CHCTEM CUHCIICHHS:
U30BITOYHBIX, OC3HYJIEBBIX, PETY/SIPHBIX, KOCBHIX H HX
KOMOMWHAINA.

B pmaHHBIE MOMEHT 1Jisi OMHOMHAIIBHBIX IHpPAMHI
PaccMaTpPHUBAIOTCS CICAYIOIINE CHCTEMbI CUMCICHHS

e Guuapnas (binary) d; € {0,1}, w; = 2¢ [14];

e u3ObiToyHas OunapHas (redundant binary) d; €
{01112}1 w; = 2i [5]1

e  Oesuynesas OunapHas (zeroless binary) d; € {1,2},
w; = 28 [14];

e u30biTouyHas OesnyneBas (redundant
d; € {1,2,3,4}, w; = 21 [8, 11];

e u30bITouHas peryispaas (redundant regular - RR):
di € {0,1,2}, w; = 2i. [6],

zeroless)
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e paciiupeHHas perymsipHas cucrtema (extended
regular): d; €{0,1,2,3}. Kaxmoit wnudpe 3
NpEALIeCTBYET MO KpaiiHed Mepe ojHa mudpa
{0,1} nmo mpenpiaymeit nudpsr 3 Wi KoHIA UGP.
Takke kaxmomy O TpenmiecTByeT IO KpalHen
Mepe oxHa nudppa {2,3} A0 TPEaBITyImIEro HyJs
ni KoHna udp [6, 17];

e JIBoWiHOE€  TOCJIEOOBATEIbHOE  HCIOJb30BaHUE
pEryIspHOM CUCTEMBIL: d; € {0,1,2,3,4,5};
MO3BOJISET BHIMOJHATE YBEIUYEHUE W YMEHbIIECHUE
co cinoxHocThio O(1) ¢ TMOMONIBIO  OJHOTO
usmenenus udps [17, 18, 3];

o DBesnyneBas  perymspras:  (zeroless  regular)
d; € {1,2,3}; w; = 2t Kaxnas
MOCIIEIOBATEIFHOCTh (PP HMEET CIEAYIOIYIO
dopmy: (1]2]12*3)* [2];

e  Crporo-peryisipHas (strictly-regular) d; € {0,1,2};
w; = 2i. [9],

o Kanonuueckas kocas (canonical skew) : d; €
{0,1,2}, wi=(2"** — 1) u nepsas He Hynesas nudpa
MoxeT ObiTh 2. Kakmas MmocieoBaTelbHOCTh
mudp umeet cienyouyw dopmy: 0%(e |2 )( 0] 1
), [18, 19];

e Marnueckass kocas  (magical
{0,1,2,3,4}, w; =(2"** — 1) [8];

e Perynspnas xocas (regular skew) d; € {0,1,2}, w;
=(2"** = 1) [10];

e In-place cuerunku [11, 14].

skew) d; €

Paccmorpum Oonee TOAPOOHO KaXKIAYIO CHCTEMY
CUYHCIICHHs IPUMEHHUTENBHO K OMHOMHAIBHOMH IUpaMHuLe.

BUHAPHAS CUCTEMA CUUCJIEHUS
Knaccnqecxas{ 61/IHapHa$I CHUCTEMA CUHUCIICHUA, co;lepxcamaﬂ
B TpeicTaBieHMH IMGpbl d; , 3HAYCHUS KOTOPBIX N=

l .
Y20 di2t rae d; € {0,1}

<X
O

Puc. 2. TIlpumep: 7,0 = 111,. CoorBercTByromas
OMHOMMaJbHAs ~ THMpaMUza  COCTOMT W3 Tpex
OMHOMHAJIBHBIX JIE€PEBHEB

Onepanust BcraBku (Insert) BeimosHsieTcs: 3a Bpemst
O(log,n) B xymmem ciyuae. Bo3moxkHa cuTyanusi, Koria
onepauusi BbimonHsietcss 3a O(l), ecau B mnupamuae
OTCYTCTBYET JiepeBo panra 0.

Onepanust ciausiaus (Merge) BeIONHAETCS 3@ BpeMst
O(log,n), u tpu 3TOM HEOOXOAMMO CIIUSIHUE [ICPEBHEB
OJIMHAKOBOT'O PaHra.

IIpyunHBl BBICOKOM CIIOXKHOCTH B  HauWXyJIIEM
CIydae COCTOAT B TOM, YTO YBEIMUYCHHE YHCIA MOXKET
MIPUBECTH K KacKagHOMY IEPEHOCY, a YMCHBIICHHE CPasy
Iocje YBENMYCHHS MOXXET TIIPUBECTH K KacKaJHOMY
3anMcTBOBaHUIO. CIENCTBHEM SBIIIETCS TO, YTO BCTaBKa
y37a MOXXET MPHUBECTH K TMOCIENOBAaTEIFHOCTH CIUSHIHA
JIEpeBbEB W YAAJIEHHE Yy3Jla MOXET NPUBECTH K
MOCJIEI0OBATENILHOCTH  pa30MEeHN M CIMSHUHA JIEpEeBbEB.
UYepenytomasics Mocie10BaTeIbHOCT BCTABKH M yJIaJICHUS
y3JI0B NIPUBOJHT K IOCJIEI0BATEILHOCTH OINEpaliii, BCe U3
koTopbix mMmeroT cnoxHocts O(log,n). Bee octambHbie
omepanuu Takke umeroT crnoxuocts O(log,n).

Pemmmte mpoGiieMy DOPOTOCTOSIINX YepeXyIOIInXCs
omepandii  yYBEMWMYEHUS W yMEHBIIEHUS  MOXHO
HCTIOJIb30BaHUEM JIOTIOJHUTENbHOM (M30BITOUHOM) UG PHI B
MIPECTaBICHAN.

M3BbITOYHAS BUHAPHASI CHCTEMA CUUCJIEHUS

CucreMa cuucleHus HasbiBaeTcs uzbbimounoi (redundant),
€CIIM HEKOTOpBIE YHCJIa MOTYT OBITh IPEACTABIEHBI Oolee,
4eM OJHMM crnocoboMm. Hampumep, MOXHO IIOJYYUTb
U30BITOUHYIO CUCTEMY OUHAPHOTO CUMCJIEHMS, B3sB Wi = 2'
n d;i = {0, 1, 2}. Torna gecATHYHOE YUCIO 13 MOXKHO OymeT
3ammcath kak 1011, 1201 wm 122. M1 3ampemniaeM HylIH B
KOHIIE 4YHCJa, IIOCKOJBKY HHAue IIOYTH BCE CHCTEMBI
cuucieHus: OyyT TPUBHAIBHO N30BITOYHBI.

Hcnonb3oBaHue JOMOJNHHUTENBHON  (M30BITOYHOIN)
mudpsl B TPEACTABICHUH MOXKET pEHIUTh MpodIeMy
JIOPOTOCTOSIINX YEPENyIOUINXCsl ONepanuil yBeIHMYCHUS U
yMeHblIeHus. Hamuume M30BITOYHOTO — IpENCTaBICHHS
Mo3BOJIsAeT UMeTh 3HadyeHue (d)= 3Hadyenuto (d'), Ucmonb3ys
JIBe pasHble CTpOKU. Takum 00pa3om, UCIoIb30BaHue HUGP
0, 1, 2 mo3BoiuT HW30eXaTh MOMAJaHHUA B ONHY M Ty K€
CTPOKY udp NpH YBEINUYECHUH U YMEHBIICHHH YHCIIA, TEM
caMblM  mu3lberas  KacKaJHOH  IOCIEIOBATEIbHOCTH
MIEPEHOCOB 1 3aMMCTBOBAHHUH.

B cratbe JI. Kuyta u JIx. Knencu [6] yka3sbiBaercs,
YTO TpeJCTaBICHHE 4YHCell B HM30BITOYHOW CHCTEMe
HEOOXOIMMO JUIs BBINIOJHEHHUs omepauuu Insert 3a Bpems
o).

Puc. 3. buHomMumanbHas TUpaMuaa C HMCIIOJIb30BAHHEM
n30BITOYHOTrO OMHapHOTO npeacTaieHus d = (202)



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 8, no.12, 2020

Yro6bl MOJTYYUTh BCE BAPHAHTHI MPEICTABICHUS
yrcia B U30BITOYHOM OWHAPHON CHCTEME CUMCIIECHHS
HEOOXOAUMO:

1. TIlpencraButh 4YHCIO B OHHapHOH cuUcCTeMe
CUHCIIEHUS

Tab6muma 1

[..10... [|..02...

2. Jlns mpencTaBiICHHS YKCIIA B M30BITOYHOM CHCTEME
CUHCIICHUSI BOCIoNb3yeMcs Tabimmeit 1. Haiitu B
MPEACTaBICHAN dYHcla W3 JIEBOIO  CToJiona
TaOIUIE! |, eci OHM CYIIECTBYIOT,  3aMEHUTH MX
Ha COOTBETCTBYIOIME DJIEMEHTHl M3 MPaBOTO
cronbna tabmuist 1 [6, ctp. 54]

3. Jlns momydyeHHMs ~BCeX ~ M30BITOYHBIX — YHCEIN
MOBTOPUTH IIar 2 J0 TeX Mop, MOKa 3TO BO3MOKHO.
Bce nosnydeHHble B pe3ynbTaTe BapUaHTHI (B TOM
YHCIIe W M3HAYAIBHBIN) OyIyT NpencTaBiICHUSIMU
gpcaa B W30BITOYHOW  OWMHApHOH  cucTeMe
CUHCIICHUS.

Hanpumep, uucimo 109 B n30BITOYHON OWHApHON
CHCTEME CUHCIICHUS MOXET OBITh NPEICTABICHO YETHIPHEMS
cnocobamu: 1010, 1002, 210, 202 (puc. 4).

@ 1010

Puc. 4. Bapuantsl mnpexactaBneHus uuciaa 10
OMHOMMAJIbHBIE THPAMUJIBI

@

1002

IIpu omepammm Insert, ecmn umerorcs Oosee ABYX
JIepeBbEB OJIMHAKOBOTO PAHTa, CIMBAIOTCS JIBa TOCICIHHX
JilepeBa HAaUMEHBIIIEr0 paHra

JIns  mocienyromux omepanuit  Merge, FindMin,
DeleteMin, Decrease, Delete B wu3GbiTouHO# OuHApPHOI
CHUCTEME  CYHCJICHHUS  MHUHHMAIBHYI)  CJIO)KHOCTH B
HAUXyIIIeM clydae oO0cClieYnBacT IPEJCTABICHHE, HE
conepxkaiiee B cebe mudp 2, 4TO AaCT MOMOIHUTEIBLHBINA
9JIEeMEHT B KOPHEBOM CIIMCKE, T.C. IIPCJCTABJICHUE B
OuHapHOW cucTteme cuucieHus. JlaHHble omepanuu
BBIMOJHSAIOTCSL  AHAJIIOTMYHO — ONepalusM B  OWHApHOM
CHCTEME CUHCIEHHA W HUMeT ciokHocth O(log,n) B
Xy/LIEM ciIy4ae.

K mocronHCTBaM MOYKHO OTHECTH:

e  Onmnepanus Insert BermomnasieTcs 3a Bpems O(1);
e Iludpa 2 B mnpeacraBieHUH u30aBISIET OT

HEOOXOMMOCTH CITUBATh BCE JIePEBbsI
OJMHAKOBOTO paHra sl TeX OIepaluii, rae oHa
ucnone3yercsi:  Merge,  DeleteMin,  Delete.

OnuHaKoBbIe JEpeBbs CIMBAIOTCS JIMIIb IO TeX
TIop, ITOKa WX HE OCTAHETCs [1Ba MIIN MCHEe.

K mHemocraTkaM clemyeT OTHECTH OTCYTCTBHE
€IMHCTBA TIpeCTaBICHUS. MosxeTt moTpeboBaThCs
JOTIONTHUTENFHOE  BpeMsi Ha  TEepeBo W3  OIHOTO
MPECTaBICHAS B JPYyroe Uil yMEHBIIEHHS BPEMEHH
BEITIOJTHEHUS OTIEPAIIAH, €CITH 3TO HEOOXOIIMO.

BE3HVJIEBASI BUHAPHASI CUCTEMA CUUCJIEHUS

besnyneBble OMHApHBIC YUCIIA CTPOSITCS U3 CAUHUL U
JIBOEK, T.€. TPEICTaBICHHE YHCIIA COACPKHUT IHU(PHI
d; € {1,2}, 3nauenne xotoprix w;= 2!. Tak, Hampumep,
JiecaTHyHoe 4uciao 16 MoxkHo 3amucath kak 2111 BmecTo
00001. OcHoBHOE NpeJHa3HauYeHUE JAHHOTO
NpencTaBieHuss — crnucouHble omepaiuu head (moayduts
roJioBy crucka) u tail (momy4uTs XBOCT/MOCIeTHUI SIeMEHT
crnHcKa). DTH orepauy OyayT BBITONHATHCS 3a Bpems O(1).
0 B 3ammcH YKcna JaeT HaM HyleBoi ykasatens(*null),
COOTBETCTBCHHO, OTCYTCTBHE HyJleH B 3amucH dYHCIa
n30aBIgeT Hac OT IPOBEPKH Ha HYJICBOH yKa3aTellb, 4TO
MO3BOJISIET Cpa3y IOIYyYUTH TOJIOBY WJIM KOHEIl CITHCKA.
3amuch 4YHcIa B OTOM CHCTEME CUHCICHHS SIBISETCA
€IUHCTBEHHOM.

OyHKuMs 100aBIEHUS EOUHUIBI Ha OC3HYJIEBBIX
OMHApHBIX YUCIIAX peau3yeTcs TakK:

UroObl  MONYyYUTh  NpEACTAaBICHWE  YHUCIA B
Oc3HyIIeBOI OMHAPHON CHCTEME CYMCIICHUS HEOOXO0UMO:

1. TIlpencraBute uymcio B OHHapHOIl  cucTeMe
CUHCIICHUS

2. HaiiTn B mOpeACTaBICHWUHM 3JEMEHTHl W3 JICBOTO
cTobna Tabmumpl 2, €clii OHM CYIIECTBYIOT, W

210 202

B M30BLITOYHOH CHCTEME CUHUCIEHHS U COOTBETCTBYIOIIUEC

3aMEHNTh WX Ha COOTBETCTBYIOIINE 3JEMEHTHI U3
IIPaBoOro cTojdra.

3. ITloBropuTh mar 2 10 TeX MOp, MOKa 3TO BO3MOXKHO.

4. Tlocnemnmiti  BapwaHT, B  KOTOpOM  Oyner
HEBO3MOXXHO  4YTO-TMOO 3aMEHUTh U OyneT
MIPECTaBICHAEM dYHClIa B Oe3HyJIEeBOM OMHAPHOMN
cucreme.

Puc. 5. BunommanpHas mmpamuna B Oe3HyIeBOH
CHCTEME CUUCIICHHS, COOTBETCTBYIOMIAs Yrcy 610

Tabuuma 2
..10... | ...02...
..02... | ...10...
..20... | ... 12...

Jlst BBITIONTHEHUST omieparuu Insert B o0beTMHEHHOM
KOPDHEBOM CIIMCKE HEOOXOIMMO CJMTH [Ba IOCICIHHUX H3
TPEX IEPEBbEB OJMHAKOBOTO PAHTa, €CIH TaKHE MMEIOTCS.
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Cnoxnoctb oneparmu cocramsier O(log,n — 1) B Xyauem
crydae.

Omnepauust  Merge  BeImoJHsAETCsT 32 Bpems
O(2*log,n—2) nu y Hee B OOBEIWHEHHOM KOPHEBOM
CIIUCKe, eCIIM UMEIOTCs OoJiee ABYX IEPEeBbEB OAWHAKOBOI'O
paHra, CJIMBarOTCS ABA MOCIEIHHUX AEPeBa.

Taroke mojuepxuBaroTcs onepanud  FindMin  3a
Bpemss O(2*log,n — 2) B xymmem ciydae u DeleteMin,
Decrease u Delete 3a Bpemst O(log,n) B Xyauiem ciydae.

JocTonHcTBa  O€3HYNEBOW OWHApHOM  CHCTEMBI
cuhcieHus - mbpa 2 B UpEACTaBICHHHM H30aBISET OT
HEOOXOMMOCTH CITUBAaTh BCE JEPEBbsl OJJMHAKOBOTO paHra
UL TeX Olepaunuii, rxe OHO ucnois3yercs: Merge,
DeleteMin, Delete. OnnrakoBbie IepeBbs CIMBAIOTCS JIAIIH
JI0 TeX IOp, ITOKa X HEe OCTAHeTCs OJHO WX JBa.

Henocrarok - MakcHMajdbHas IJIMHa KOPHEBOTO
crmcka 2(log,n — 1), 9TO maeT BBICOKYIO CIOXKHOCTH
orepanyii, 3aBUCAIINX OT HETO.

M3BbITOYHOE BE3HYJIEBOE IMPEJICTABJIEHUE

N30bpITOUHOE 0e3HyNIeBOE TIpeICTaBICHIE
00BeIMHACT BO3MOXKHOCTH H30BITOYHOTO W OE3HYJIEBOTO
MpeCTaBICHUMN.

Besnynesoe mpescTaBienne: N=y._,d;2" , roe k €
{~1,0,...,lgn]} ud;€ {1,2,3,4} mascexi€{0,...,k
}. Ecmn k = —1, To mupamua mycra.

— Cunoxenue N + 1 COOTBETCTBYET BCTAaBKE
y351a B OHHOMHUAITBbHYIO [TUPaAMHIY

— BriuuTanue n-1 COOTBETCTBYET
yHAJeHUI0 y3ia U3  OWHOMHANbHOU

MTUpPaMUIBI
Korma wcnone3yercst crek, 4YTOOBI 00ECHEYUTH
(I)yHKIll/IOHaJ'lI)HI)Ie BO3MO>XXHOCTHU B KOHTCKCTC

OMHOMMAJBHBIX TMUPAaMHJ], BCTaBKa M HW3BJIICYEHHE MOXET
ObITh BBINOJIHEHA TP  IOCTOSHHOW  CJIOHOCTH  JUIsI
HaUXyJIIero ciryyasl.

Hanpumep, gmcno 10 mMoxer OBITH NpencTaBICHO

122, (QCH

Puc. 7. 30bITOuHOE O€3HYIIEBOE MpeacTaBaeHne yncia 10

JlanHoe mpeAcTaBieHHe 00NalaeT MperMYyIeCTBAMU
H30BITOYHOTO OUHAPHOTO U OE3HYJIEBOTO MPEICTABICHHUIA:
1) [Jnsi HEKOTOpHIX TMHPAMUA, YHUCIOBYIO 3aIlHCh
KOTOPBIX MOXXHO TIPEJCTaBUTh  HECKOIbKHMH
crocobamu, oreparus insert padoraer 3a O(1);

2) Tlpu 0O0beHMHEHNUH HEKOTOPBIX MUPAMHUJL HE HYXHO
JIMIIHUHN pa3 CIIMBATh AEPEBBS, T.K. MOXET OBITH JI0
4 0AMHAKOBBIX JIEPEBHEB,;

3) cmomcounbie onepanuu head, tail wu cons
BeIMOJHsTOTCS 332 O(1).
Beinonnenne ornepanui OCYIIECTBIISICTCS

CIIEAYIOLIMM 00pa3oM:

1. omepauus merge (cnustHAST) TMPamMu O0OBEIUHSIET
KOpHEBbIE CIIMCKU MUPAaMHJ B OJUH CIHCOK, B
KOTOPOM KOPHH YIOPSIOYMBAIOTCS 110 PAHTY y37a.
Jlanee mpoxoaMM OT Hayajga JIO KOHIA CIHCKA W
CIMBaeM JIBa MOCJIEAHUX OJHHAKOBBIX 10 PAHTy
nepea. B cpennem B 37.5% cirydaeB He HY)XHO
CIIMBATh JIEPEBbS;

2. insert - BcraBka  omemeHtra.  Cosgaérces
OMHOMHAJbHAS TUPAMH/IA C SIMHCTBEHHBIM Y3JIOM,
COJICpIKAIUM 3TOT JJIEMEHT, U OOBEAMHSETCS C
HCXOJHOW OMHOMHUATHHOU TupamMuioil. CII0)KHOCTh
O(log n) B xymmewm ciygae, O(1) — B sydrem
(BeposiTHOCTH — 75%, T.K. mocnmenHss mudpa c
BEPOSITHOCTBIO 75% OyneT pasHo 1, 2 wmm 3);

3. findMin - mnomyuenwe wmunHuUMyMma. IlpoiTH MO
KODHEBOMY  CIOHUCKY W  HAlWTH  MHHUMYM.
Crnoxuocts O(log n);

4. deleteMin — ymaneHne MHHHMANBHOTO SJIEMEHTA.
VYnansem ero u3 KopHeBoro crucka. CHHCOK ero
MOTOMKOB ~ BKIFOYaeM B  KOPHEBOIl  CITHCOK
ucxoauoi nupamuel. Coxuocts O(log n);

5. decrease — yMeHBIINTh 3HAYCHHE B JAHHOU
BEpIIMHE. YMeHbIIaeM 3HaueHue. Eciau cBolcTBO
MUpaMUIbl OYAET HAPYIICHO YISl JaHHOW BEPIINHbBI
M ee pOoJuTeNsi, TO MEHSeM HUX MECTaMH.
[Mponomkaem mpolecc, MOKa Halla BepIIMHA HE
“BerutsiBeT” Ha cBoe Mecto. Cnoxkrocts O(log n) B
XyJlIeM ciiyJae,

6. delete — ymameHwe MTPOM3BOIBLHOIO DIIEMEHTA.
CHavaya Uit 9TOTO 3JeMeHTa jenaeM decrease
(4T0OBI OH «BCIUIBLT» B KOPEHB), 3aTE€M JeacM
deleteMin. Cnoxunocts O(log n).

PETYJISIPHBIE IPEACTABJIEHUS.

Emé omHa pa3HOBHMAHOCTH OWHApHBIX YHCEN,
narorasi mokasarenu O(l) mist psga omepauuidi B Xyamem
ciydae — peryisipasie (regular) 6unapHsie uucia.

Perynspuble  OuHapHble  4uciaa  OOBEAMHSIOT
HeTpephIBHbIE T0CIJIEI0BATEIFHOCTH OJWHAKOBBIX IHU(P B
OJIOKM, TaKk 4YTO MBI MOXXEM IPUMEHUTH IIEPEHOC WM
3aUMCTBOBAaHME K IeJoMy ONOKy 3a OAWMH IIar.
ITpencraBnsieM perynspHble OMHApHBIE YHCIA KaK CIIHCOK
YeperyIomuXcs OJTOKOB U3 EMHUI U HyJIeH.

[lenoe umcno B Kax0M OJOKE MPEACTABISET JIHHY
6moka. JloGaBinsieM HOBBIE OJIOKH K HaYaly CIIMCKa OJIOKOB C
MOMOIIBIO0 BCIIOMOTATENILHBIX (DYHKIUH zeros (HyJid) U ones
(emunuIBl). DT QYHKIMK CIUBAIOT UIYIIUE TOAPS] OJIOKU
OJIMHAKOBBIX IU(p 1 oTOpackBaroT mycThie Oinoku. Kpome
TOTO, Zeros 0TOpachIBaeT HyJU B KOHIIE 3aIMCH YUCIA.

3aMeTHM, 4YTO YyBEJIMYCHHWE OHMHApHOTO 4YHCIa
Tpebyer K aroB, Kkorma YMCIO  HAYMHACTCA  C
nocnegoBatenbHOCTH B K eanumu. IlonoOHBIM 00pa3zom,
yYMeHbIIeHHe OMHapHOro ymcia Tpebyer K miaros, korma
YHCIIO0 HaYWHaeTCs ¢ K HyJel.
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PerynsipHast cucreMa [6], Ha3bIBaeMast
CerMeHTUpOBaHHO#t cuctemoit [4], coctout u3 nudp {0,1,2}
C TeM OrpaHMYEHHMEM, YTO Kaxjaas mudpa 2 crout 3a 0,
MEXIY KOTOPBIMH MOXET OBITh JIF00OC KOJIMYEeCTBO 1.
Hcronk3yss CHHTAKCUC PETYISPHBIX  BBIpKEHHH  (Juist
npuMepa cmotpu [2, pasmen 3.3]), Kaxkmoe peryisipHOe
Beipakenne umeer Bux (0 | 1 | 01*2). Perymsphas cucrema
MO3BOJISIET YBEJIMUUBATh Jr000e uncio 3a O(1) 3amen 1mdp
[19, 6], aTOT aKkT MOKET UCIONIB30BATHCS IS TOTO, YTOOBI
BUJIOM3MEHHUTL OWHOMHHAJIBHBIE MHPAMUIBI TaK, YTOOBI

JIOOMTBCS BBIMOAHEHUss BCMIABKU 3a O(1) B Xymmem
cnydae. UwuciaoBoe — HpeACTaBICHHE  MOXET  HMETh
OrpaHUYCHUs, KOTOpblE OIPAaHWYMBAIOT (OPMY CTPOKH.
OpHuUM ¥3 CHOCOOOB BBIP@KEHUS ITHX OIpaHUYEHHH
SBISIETCSL  WCIIOJIb30BaHME  CHHTAKCHCa  PErYJISPHBIX
BBIpaKEHUI.

Tenepb Npu YBENMYEHHH PETYSPHOIO OMHAPHOTO
YpciIa CMOTPUM Ha TepBBIA Onmok mudp (mpH yclIoBHH,
KOHEYHO, YTO OH BooOme ecth). Ecam mepBeli OOk
COEPKUT HYJIM, TO 3aMEHSIEM NEPBBIA U3 ATUX HyJield Ha
€IMHHIly, CO3/aBas HOBBII CIMHWYHBIA OJIOK €IUHHUI, a
IUTHHY OJIOKa HyJIed yMeHbINas Ha OfuH. Eciu jke TepBhIi
OJIOK COIEPIKHT ' €IUHUL, TO 32 OJUH ILIAr MPOJCIBIBACM I
MIEPEHOCOB, 3aMEHAA EAMHUII Ha HYJIM, U yBEIUYMBas
CleayronIyo udpy.

PexypcuBHBINA BBI30B NPOLEAYPHl «YBEIUYUTH» HE

3allMKINBAETCA, IIOCKOJIBbKY €CIHM  CICeAYIOmHMHA  OJoK
NPUCYTCTBYET, OH Oyzner COAEPXKATDH HYJIH.
BcenomorarenbHass  GyHkuust mo3aborurcsi 00 ocobom

cilyyae, KOrja IIepBBIH OJIOK CONEPKHUT €JUHCTBEHHBIH
HOJIb.

VYMeHbIICHHE  PETyJSIPHOTO  OMHApHOTO  YHCia
BBITJISIIUT TIOYTH TOYHO TaK )K€, TOJBKO POJIM CAWHHIl U
HyJel MEHSIOTCs. 3/1ech TOXKE PEKYPCHUBHBIM BBI30OB HE
3aI[MKIUBACTCS, TIOTOMY YTO B CJIEAYIOIIEM OJIOKE JOJIKHBI
OBITh €IMHULIBI.

K coxaneHuio, HECMOTpsi Ha TO, YTO PETYJISIPHbIC
6I/IHapHBI€ quciia moqACPKUBAIOT ONI€palu yYBCIIMYCHUE U
ymenbiIeHne 3a BpeMsa O(1) B Xyamem cirydae, 9UCIOBBIC
NPEACTABICHUS, OCHOBAaHHbIE HAa HHUX, OKa3bIBAIOTCA
CIIMIIKOM  CJIOXHBIMH, 4TOOBl ~ MMETh  Kakoe-Iu0o
npakTrdeckoe 3HaueHwe. [IpoOmema 3akimoyaercss B TOM,
YTO TIOHATHE MEpeBOja LEJOro OJoKa €AWHWIl B HYIH H
HAoOOpOT IUIOXO TEpPEeBOAUTCS Ha S3BIK ONEpaluil ¢
JiepeBbsIMU. bosee NMpakTUUHBIE PELIeHHs, OJHAKO, MOYKHO
MOJIYYUTh, €CJIM COYeTaTh PETYISIPHOCTh C N30BITOUHBIMH
OwHapHbIMH  umcnmamu. IIpy  3TOM  MOXHO  CHOBa
oOpabaTeiBaTh IUQPHI (a CIIEIOBAaTENBHO, M NEPEBbs) IO
omHoW. PerymsapHocTh mO3BONISIET HaM  00pabaTHIBAaThH
mudpsl B cepearHE IOCIEN0BATENBHOCTH, a HE TOJBKO B
Havare.

PaccmoTpum, HampuMep, U30BITOYHOC
HpeICTaBICHHE, B KOTOPOM OJI0KH e IUHUII
paccMaTpMBAaOTCS Kak  eAuWHbIA  OJ0ok.  Ompenensem
BCIIOMOTaTebHYI0 (YHKLIUIO ones, 00padaThIBAIOIIYIO

0510KH, UAYIIME APYT 38 IPYrOM, M YHHUYTOXKAIOIIYIO IYCThIe
O10KH.

[Monmesno paccmatpuBate nuppy 2 (ABa) Kak
HE3aKOHUYCHHBI mepeHoc. YToObl He OBUIO KacKaJIoB
NEPEeHOCOB, HaM HAJIO0 TapaHTHPOBATh, YTO JBE IBOMKH
HHKOIZIa He HAYT moapsja. bynem moanep:xuBaTh CBOHCTBO,
YTO TOCJEAHSS HE paBHas eAuHHMIE HUdpa mepen Kaxmaon

JIBOMKOI paBHa HyJI0. DTO CBOMCTBO MOXHO 3alMcaTh Kak
perymspuoe Beipaxkenue (0|1|01*2)* nubo, ecnu emé y4uectsb
orcyrcTBue Hyned B konie, (0*1|0+ 1*2)*. 3amerum, urto
JIBOWKA HHUKOI/Ia HE SBISICTCA IepBoil mudpoit. Taxmm
00pa3oM, MOXKHO YBEJTHMUYUTHh YHCIO Ha EAMHUIY 3a BpeMs
O(1) B xyamem ciydae, HPOCTO YBEIHYUBAs MEPBYIO

uudpy.

W3BLITOYHAS PETVIISIPHASI CACTEMA CUUCJIEHUS

W30BITOYHON pEryisipHON CHCTEMOH CUYHCICHHS
Ha3bIBacTCs cucrema, B Kotopoit d; € {0,1,2}, w; = 2t
Kaxmas mocnemoBaTeIbHOCTh (PP HMEET CIIEAYIOMIYIO
dopmy (0| 1| 01*2)*. [6]

ITocienoBaTebHOE HCIIOJIB30BAHHE W30OBITOYHOH H
PETYISPHOM CHCTEM TII03BOJISICT BBIONHATH OICpAIiH
CIIMAHUS W yMEHBIIECHUS 3a MOCTOSHHOE BpEeMS B Xy[IIEM
ciydae. [3]. Jpyroe mnocnenoBaTeabHOE HCMOIb30BAHKE
M30BITOYHOH M pEeryjsipHOH  CHUCTEM -  YHCTO
(YHKIIMOHAIBHBIN CBS3HBIN JIEK C TOCTOSIHHOM CJI0)KHOCTBIO
B HaMXy/uIeM ciy4ae. [16].

[TpencraBnenne yuciaa B M30BITOYHOHM pPEryJsipHON
OMHApHOIN CHCTEME CYHCIEHUs C COOJIIOAEHHEM YCIIOBHS
perymsapHocTd (MeXIy IByMs nudpaMu 2 B MPEICTABICHAN
Yrcia JOJKEeH OBITh Kak MUHUMYM onuH 0) oOecredmBaer
s orrepanuu Insert Bpems O(1).

W36pITOUHAS peTyIsipHAas CHCTEMa CUHUCICHUS MOXKET
UCIIOIB30BaThCsA, 4TOOBI u30exars ciaoxuoctu O(log,n)
oxanoro mnpupamienus. [Toxcrpoka Buma 01*2 HaszpiBaeTcs
O6mokoM. B KkauecTBe  ambTEPHATUBBI  PETYISIPHOC
NPE/CTABIICHUE TaKKe MOXET OBITh  OIpENeNeH0 ¢
UCIIONIb30BaHMEM ~ Oojiee  CBOOOJHOTO  OTpaHHYEHUS,
YTBEPKIAIOIIET0, YTO MEKAY KaxabiMu mudppamu 2
CYIIECTBYET HOMb WITH Ooliee (opMabHO 3asBIeHHBIX ;=2
u =2 n i<k, torma d;=0 mns Hexotopeix jefi+l,...k-1}.
OrpaHuycHus PeryJISPHOCTH rapaHTHPYIOT, 4TO
MIPUPAIICHIE MOXKET OBITH BBITIOJTHEHO CO CIIOKHOCTHIO O(1)
B HamxynmeMm ciygae. CiegoBaTeNbHO, €CIH pPEryispHOe
MIpeCTaBICHNE HCTIOJB3yeTCs MIPUMEHHUTEIHHO K
OMHOMHANBHBIM THPaMUAaM, OIEpaIlisi BCTAaBKH MOXKET
BBITIOTHATRCS O cIokHOCTRI0 O(1) B Xymmem ciaydae.

B perymapHoMm mpencraBieHHH Kaxpaas nuppa 2
COOTBETCTBYET OTJIOXKEHHOMY IEpEHOCY, U IMOAJCpKAHUE

PETYIAPHOCTH  CTPOKH MOXKET OBITh  BBHINOJHEHO €
UCTIONB30BaHUEM HCTIPABIICHUSL. HWcnpasnenue
yeranapmuBaer Oi<—di-2 wu  dig<dig+1.  Tlommepkanue

PEryJIAPHOCTH CTPOKM B CBSI3M C KaXKIBIM YBEIMUCHHEM
BBITIOJHSACTCS MyTEM (uKcanuu OKalIiero nepeHoca c
3a/IePKKOM BBIIIIE, YeM | B MOCIEOBATEILHOCTH MEPEHOCOB
(TTOCIEe0BATENBHOCTh  NEPEHOCOB,  YHNOPSOOYEHHAs MO
HHIEKCY IUQP i, ¢ KOTOPHIMH CBS3aHbI IEPEHOCHI).

3anepkaHHBIE TIEPEHOCH MOTYT HOAAEP)KUBATHCS 11O
MPaBIITy «IIE€PBBIM NPHUMIEN — MOCJIEAHUM BBILIET», KOTJa
MpUpaIleHHe JOJDKHO TOAJECP)KUBATBCS C  TOCIEAHEH
3HaYameH MIuQpoi.

PerynspHas cucreMa CUHCICHMS TaKXKE MOXKET
HCIIONB30BAaTbC U1 MOANEPKKH  IPUPAILECHUS B
MPOU3BONIBHOM 1H(pe cTpoKH [6].

Jns  mojgmepKKM  Kak  yBENWYEHUs, TaKk U
yMeHblleHuss mpu cioxHoctd O(1) B xymmem ciydae
UCTIONb3YyeTCS PaCcIIMPEHHAs PETYISIpHAS cucTeMa
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PACIHIMPEHHAS PETYJIIPHAS CUCTEMA (EXTENDED
REGULAR).

UroObl BBIMOJTHATH YMEHBIIEHHE CO CIOXKHOCTBIO
O(1) urcnom 3ameH 1UdP, OBIIO TMPEITOKESHO paCITUPECHUE
B [19, 6]. Takas pacmmpeHHas-peryasipHas cucrema
coctout u3 {0, 1, 2, 3} ¢ TeM orpaHUYECHHUEM, YTO KaKIas
mudpa 3 crour 3a 0 wim 1, mexny kotopeiMu [3 u 0/1]
MOXeET OBbITh JI000e KoaM4ecTBO HUdp 2, YTO Kaxnas
mudpa 0 crour 3a 2 wim 3, Mexny KotopeiMu [0 m 2/3]
MOXeT ObITh so0oe koimdectBo wudp 1. Ilpumepsr
CTPYKTYp, HCHOJB3YIOIMX  PaCHIMPEHHYIO-PETYIISPHYIO
cucTeMy MpHUBEICHH B [6, 10].

Ign i
n= Ziio diZ‘, rne d; € {0,1,2,3}. Pacumpsercs
yuCo UU(P M MOSABIAETCA BO3MOXKHOCTH PacCMaTpUBaTh

Oombiie  peryiasipHeix  OnokoB.  Ilo-mpexsHemy,  d;
YHCJIO ZIePEBbEB paHra i.
Broku: 12*3 02*3 21*0  31*0,

0 1 3 SABISAFOTCS OTIMYUTENBEHBIME IIU(PaMU OJIOKOB
fix-carry: 3 x — 1 (x+1) (HeT U3MEHEHU B 3HAYEHNH)
IMpumep: d = 1222232221031121101
increment (d, 2) : d = 1232232221031121101 ???
fix -carry (d, 5) : d = 1232213221031121101
increment (d, 4) : d = 1232313221031121101 ???
fix -carry (d, 4) : d = 1232123221031121101
fix -borrow : 0 X — 2 (X — 1) (3HaYeHHE HE MEHSETCSA)
decrement (d, 15) : d = 1232123221031120101 ???
fix -borrow (d, 17) : d = 123212322103112012
decrement (d, 11), decrement (d, 11), decrement (d, 11) :

d =123212322100112012
fix -borrow (d, 11) : d = 123212322102012012

IMponeaypa fix-carry coorBeTcTByeT 00BEIHHCHHUIO b
00OBEKTOB paHra j B OJIMH 00BeKT panra j +1.

IMponeaypa fix-borrow coorsercTByeT pasmencHuro
o0beKTa a, panra j Ha b o6bekToB panra j — 1

Kaxmoit mudpe 3 mpeamecTByer mo KpaiiHell Mepe
onna u3 udp {0,1} mo mudps! 3 nam koHna udp. Taxxke
kaxaoMy (0 mpeamecTByeT o KpaitHe mepe oxHa u3 nudp
{2,3} 10 mpepAyLIero HyJis Wik KoHua mudp. [6, 17]

IIpu peanuzanmu:

e y KaxIod uudpsl ecTh  yKa3arelib  Ha
OTJIIMYMTENbHYIO LU(PY cBOero 6JI0Ka,;

e eciu uudpa HaXOAUTCS HE B OJIOKE, ee yKa3arellb
yKa3bIBaeT Ha MPOU3BOJILHYIO IIU(PY.

OT0 paboTaeT NOTOMY, 4YTO:

1. Henyxneii fiX He
YHUUYTOXAETCSA, HET
yKa3aTeln)

2. Bnox pacmmpsercs Ha oqHY H(py crepean.

3. BHOBB co31aHHBIH OJOK COCTOUT U3 ABYX HUQD.

010K
MEHSATH

Bpemut  (xoraa
HEOOXO0UMOCTHU

BE3HVJIEBAS PETVJIIPHASL CUCTEMA CUUCJIEHMSL.

Bpoxan [2] ucnonb3oBan “He copepxaimiuid Hyns”
BapHaHT PEryISPHON cucTeMsl, Bkurovatomuit d; € {1,2,3};
w;=2%. s Toro, 4ToGBI rapaHTHPOBATH TO, UTO Pa3MEphI
€T0 JIEepPEeBhEB IKCIIOHCHIINANBHBIE B OTHOIICHUN WX PAHTOB.
Jns  [OTMONHUTENBHBIX  NPUMEPOB  HCIOIH30BAHUS
PETyISPHBIX CHCTEM CMOTpH [8,9]. Kaxnas

MIOCTIEIOBATENEHOCTE UG UMeeT cienyronyo Gopmy (1 |
2| 12*3)* [2].

Puc.
HEHYJIEBOI'O PEryIIIpHOTo npeacTaBicHus d= (312)

8. bunomwuanbpHas o4yepeib C HMCIOJB30BAHUEM

besnyneBas cucrema CUMCICHUS TapaHTHPYET, YTO
YHUCIIO  TOJUIEPEBBEB, HMEIOLIMX  OJWMHAKOBBI  paHr,
HaxozsTcsl B nuanasone {1, 2, 3}, 4ro rapaHTHpyeT, 4TO
pa3Mepbl AepeBbEB IKCIOHEHLUANBHBIE 10 OTHOLICHHUIO K
nx paHram. Bce mommepeBbs B 0Oe3HyJeBOH cucTeMe
CYMCJIEHUSI UMEIOT PaHTH MEHBIIE paHra AepeBa-pOoANUTENs.
Pa3pemenne ogHOMY O iepeBY UMETh PaHT MEHBIIIE paHra
nepeBa-ponuTens obierdaer gocTmwkerue ciaoxaoctu O(1)
B HaWXyALIEM cilydae sl onepanuu cinusHusa. CII0KHOCTB
CPaBHEHUI IS oNepanuii ylaneHus U yAaleH!s MUHIMyMa
B IIUpaMUiaX, onucaHHbiX B [[2] cocramser 7Ign+0(1)

B kauecTBe OCHOBHOTO NPHMEHEHUS 3TOH CHCTEMBI
cuucieHus,  peainmzauust  d(QQGEKTUBHON  ciaMBaeMOi
nupamuabl. Hanmyummii Bepxuuit npenein sto 2 1g n + O(1)
3JIEMEHTAPHBIX CPAaBHEHUH AJIS YAAJCHHA, YTO JOCTHraeTCs
M3MEHEHHEM MTUPaMHU/IbI, OTIMCAHHOM B [2].

CTPOI'O PEI'VJISIPHASI BUHAPHASI CHCTEMA CUUCJIEHUS

CucteMa, B TMPEICTaBICHUH KOTOPOW coOromaeTcs
YCIIOBHE  peryisipHOCTH: ecnmd  d; =2ud, =2ui <
k,Torpa d; = 0 ansa nekotopbix j € {i+1,..,k—1}
(Mexxny mByms mudpamMu 2 B NpEACTaBICHHH YHCIA B
CTPOTO-PETYISAPHOI CHCTEME CUHMCIICHHUS TOMKEH OBITh XOTS
061 onuH HOub). IlpencraBienue conaepxut nUdpsl d; €
{0,1, 2}, 3nauenus xotopeix w;=2!. TlocnenoBaTenbHOCT
OT HanMeHee 3HAYUMOM JI0 caMoi 3HaYMMO# mudpsl nMeeT
sz (17]01%2) (& 01%)

Okcrpemanbhble mudpsr: 0 n 2. JlanHas cucrema
SIBJISIETCSI YACTHBIM CJTy4aeM U30BITOUHON CUCTEMBI.

[Mpumep yBenuueHUS

Ob6o3nauenus: uudppa d;, Koropas  Oyner
YBEJIMYMBATBHCS OTOOpa)kaeTcst 0oJiee sKMPHO. d, — TepBas
JKcTpeMalibHas Iudpa nocie d; (0003HaYaeTCsi KypCHBOM),
K — HeorpunarenbHoe 1einoe, a 0003HaYaeT JHO0YIO
xom6uHammo 1 n 01*2 610Kk0B, M @ 0603HAYAET TOOYIO
xoM6uHaImo 17 u 01*2 670K0B, 32 KOTOPHIMH CIEIYET HE
6osiee oaHoOro 6rmoka 01°

Hauanbnas kongurypanus: a01*11%211%e

Heiictue: dj«—2; d;e—d,—2; dgepe—dasg +1

OdunanbHass KOHPUTYpALIHS: 001*21*021%w

I[Ipumevanne: Dto ommH w3 19
paccMOTpeHHBIX B pabore [9]

YroObl MOJY4UTh MPEICTABICHHE YUCIa B CTPOrO-
PErYJISIPHON CHCTEME CUHMCIICHHS, HEOOXOJUMO:

1. TlpenctaBuTh 4YuCIO B OWHApHOU
CUHCIICHUS

2. Haiiti B mOpeACTaBICHUH 3JEMEHTBI M3 JIEBOTO
cTonbua Tabnunpl 3, €cliM OHM CYIIECTBYIOT, U
3aMEHHTh WX Ha COOTBETCTBYIOLIHME SJIEMEHTHI H3
MPaBOTro CTOJIOIA, IPH ITOM CJIe[Isl, YTOOBI YCIOBHE
PEryISIPHOCTH HE HapyIIAIoCh.

CITydaes,

CHUCTEMEC

6
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3. TloBropuTh mar 2 10 TeX MOp, MOKa 3TO BO3MOXKHO.

4. TlocnemHmit  BapuaHT, B  KOTOpOM  OyJer
HEBO3MOXHO  YTO-TMOO 3aMeHHTh U OyJer
NPEACTaBICHUEM 4YHWCIa B  CTPOTO-peryJisipHON
OmHApHOI1 cucTeMe.

Tabmmma 3
..10... ...02...
..20... A2,

CBoiicTBa:

e  yBCNMYCHHC, YMCHBIICHHWE, OOBEAMHCHHE W
pasznenenne Bkmodaior O(1) obmen 1nudpp B
XyJILIEM CIydae

o Cnoxenne 2-Xx K-3Ha4HBIX 4YHCEN BKIIOYACT HE
6osiee K 3auMcTBOBAHMIA

e Cymma uudp k-3HauHOoro umcnma paBHa Kak
muauMym 9“1 rae ¢ — 3omo0toe cedenue (golden
ratio) (cBOHCTBO 9KCIIOHEHI[HATEHOCTH)

CnuBaeMble MHPaMHIBI C HCIOJIb30BAHHEM CTPOTO
PeryJsIpHOW CHCTEMBI CUHCICHHS WMEIOT CJEAYIOIIHe
orpannuenus: Omepanuy MOMCKa MHHHMYyMa, BCTaBKH,
CIIMSHUSI  BBIIOJHSCTCS Tak Jke, KaK B H30BITOYHON
OMHAPHOM CHCTEME CUUCIICHUS, ¥ X CJIOKHOCTh COCTABILSIET
O(l) B xymmem cmydae. Omnepanus yaaleHUS HMEET
cinoxuocte O(lg n) B xyamem ciydae, rae N pasmep
CTPYKTYpbl INaHHbIX. KOJHYECTBO CpaBHEHHIl AIIEMEHTOB
npu 3ToMm coctasiset 2lgn + O(1).

AJNTOPUTMBl  BBILICHEPECUUCICHHBIX
omucansl B [9].

K mocTorHCTBaM MOKHO OTHECTH:

e  Onmnepanus Insert BermomasieTcs 3a Bpems O(1)

K Hemocratkam CiieqyeT OTHECTH CJOXKHBIE B
peau3alyy alIropuTMsl 1is onepanuii Merge, DeleteMin u
Delete wu3-3a  HEOOXOAMMOCTH COOIOJECHHS  YCIIOBHSI
PEryJIAPHOCTH.

onepauui

KOCBIE CUCTEMBI CYHUCJIEHUA.

Kocoe OuHapHOE McCUMCIIEHHE HA MPAKTUKE OOBIYHO
NPUBOJAUT K 0OOJiee MPOCTBIM M OBICTPBIM HpOrpamMam,
OJIHAKO 3TOT METOJ CBS3aH ¢ 0oJee PagUKaIbHBIM OTXOI0M
OT OOBIKHOBEHHBIX OMHAPHBIX YHCE.

KommbioTepHple  mpeAcTaBIeHHS — MO3UIMOHHBIX
CHCTEM CYHCICHHS MOTYT ObITh miomueimu (dense) wmin
paspedcennvimu (sparse). IlmoTHOe TpencTaBIeHHE — 3TO
MIPOCTO CMHUCOK (MJIM KaKas-To Apyras Iocie10BaTeIbHOCTb)
uudp, Brmowas Hynau. Hanportus, mpu paspexEéHHOM
IIPEACTAaBICHUY HyJIU IpOIycKaroTcs. B TakoM ciyuae
TpeOyeTcss XpaHuTh UH(POPMAIUIO 100 O paHre (TO eCTh
HHJIeKCe), 1100 0 Bece Kax0H He HyeBoi nudpol.

HJ’I}I KOCBIX 6I/IHapHLIX YHCCJI HCJIB3s HCII0JIb30BaTh
IUIOTHOE TIPEJCTaBJICHHE, IIOTOMY YTO TOTJa MOUCK IEPBOH
HeHyneBod 1upbl 3aimMEr Gospire Bpemenu, dem O(1).
ITosTomMy  BBIOMpaeM  pa3pexEHHOE  IIpeICTaBIICHHE,
Onaromaps 4eMy Bcerila MMEeM HEeIOCPEICTBEHHbIH JTOCTYII
K MJIaJIIeil HeHyeBOH udpe.

Llenble grca npeACTaBISIOT INOO paHr, MO0 BeC He
uyneBbix 1udp. [Toka ucnone3yem Beca. Beca xpaustcs B
NopAAKE BO3paCTaHWsA, HO JBa HAMMCHBIIHMX BECa MOIYyT
OBITH OAWHAKOBBI, IIOKa3bIBas, 4YTO MJIajllad HCHYJICBasd
uudpa paBHa ABYM. YMEHbBIIEHHE KOCOTO OMHAPHOTO YHCIIa
Ha EAMHUILy CTOJb )€ MpPOCTO, Kak yBenudeHue. Ecim
Miaamias uudpa He paBHA HYIIO, MPOCTO YMEHBIIAEM 3Ty
mudpy ¢ ABYX A0 €IUHUIBI WIM C €IWHULBI 10 HyIst. B

MIPOTUBHOM  CJIy4ae yMEHbIIAeM CcaMyl0  MIIQIIIYIO
HEHYyNEeBYI0 TPy, a TNPEeHbIAyIIMA HOIb 3aMeHsIeM
JIBOMKOM.

SIcHO, 4TO yMEHBIIEHUE TaKKe pPadoTaeT 3a BpeMs
O(1) B xymmewm ciydae.

KAHOHUYECKAS KOCASI CUCTEMA CUMCJIEHU S

Kanonuueckass kocas cucrema cuucieHus [18, 19]
HA3bIBACTCS KOCOM TOTOMY, YTO 3HadYeHus wudp d; €
{0,1,2} B mpencrapnenun paBusl wi=d; *(2°*1 — 1). Beca
JIEPEBbEB B OMHAPHOM IIPEICTABICHUH (Zi): 1, 2, 4, 8, 16,
32, ... Beca nepeBbeB B KOCOM OWHApHOM MPEICTaBICHUH
(2i*1 —1):1,3,7,15,31, ...

Kocast cuctema cuucieHuss W30BITOYHA, OJIHAKO,
MOXXHO BEPHYTh YHUKAIBHOCTH IIPEJCTABICHUS, €CIIH
BBECTH JIOMOJHHUTEILHOC TpPeOOBaHKWE, YTO JIUINb camas
MJIaJIas He HyJeBas nudpa MoKeT ObITh JBOWKOH. bymxem
TOBOPHUTbH, YTO TAKOE YHCIIO 3aMMUCAHO B KAHOHUUECKOM GUOe

(canonical form). KaHOHMYHOCTP W €IMHCTBEHHOCTH
NpeCTaBIeHUs onpezensercs CIIENYIOIUMH
OrpaHUYEHUSIMH:

1. He 0Oonee oxHOIM UQPH! 2 B IPEICTaBICHAN YHCIIA
2. Ecmm uudpa 2 npucyTCcTBYyeT B IpEACTaBICHAH, TO
Bce mu(phI CripaBa OT Hee JTOJDKHBI OBITh paBHbI
ANTOpPUTM TOCTPOEHHSI OMHOMHUAIBHBIX JIEPEBLEB B
KaHOHMYECKOI KOCOM CHCTeME CUUCIICHUS TPEICTaBIeH Ha
puc. 9.

paHr i

Puc. 9. Kocoe nepeso panra i
[Tpumep xocolt GMHOMHUATIBHOM MUPAMHBI IPUBEICH
Ha puc. 10.
Onepanmst  Insert Bemosasiercss 32 Bpems  O(1).
Bo3MmoskHBI Ba cityyas:

Puc.10. KanoHudeckas kocass OMHOMHAIbHAS TTHPAMHUIA,
COOTBeTCTBYIOMIAs YUCHy 1214= 11241
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Cnywaifi 1: paHru [AByX HaUMEHBIIMX J€PEBbEB
coBmajgaroT. B 3ToM cioydae mpousBOIUTCA  KOCOe
cBs3biBanue (puc. 11):

1) nepeBo ¢ GOJIBIIMM KOPHEM CTAHOBHUTCS JIEBBIM
TIOTOMKOM JI€PEBa C MEHBIIUM KOPHEM;

2) K KOpHIO TIONyYHBIIETOCS AepeBa 00aBIseTCs
HOBBIH JIEMEHT.

Crnygaif 2: paHTH ABYX HAWMCHBIINX JEPEBHEB HE
COBIMAJAlOT. B  3TOM  cioydae  co3maeTcs  HOBOE
OJHODJIEMEHTHOE JIepeBO M J00aBiseTcs K Haydaily

KOPHEBOTO CITHCKA.

Oneparust DeleteMin BeIONHSAETCS 110 CIIELYIOIEMY
ANTOPUTMY:

1. VYnpansercs MUHUMANBHBIA JIEMEHT U3 KOPHEBOTO
CIUCKA, M CHHCOK MOTOMKOB OOBEAUHACTCS C
KOPHEBBIM;

2. Ecnu cymectByeT x0T Obl 01HO jaepeBo panra 0,
TO NPOXOAS IO KOPHEBOMY CITUCKY CIIpaBa HAJICBO
HEOOXOAMMO CIHUTh 2 HauOOJBIIMX JepeBa
OJIMHAKOBOTO paHra, €ciii OHHM CYIIECTBYIOT, W
nepeBo patra 0 B 0JJHO IepeBo;

3. TloBropurh miar 2 10 Te€X MOP, IOKa 3TO BO3ZMOXKHO.

K mocronHCTBaM MOYKHO OTHECTH:

e Omepanus Insert BemonuseTcs 3a Bpems O(1);

e Bricora nepeBa MakCHMaJbHOTO paHra MEHbIIIE Ha
1 B CcpaBHEHMM C HE KOCBHIMH CHCTEMaMmH, B
KOTOpBIX 3HaueHus wudp w; = 2¢.

K HemocraTkaM clegyeT OTHECTH CIIOXKHBIC B
peayn3auy anropuTMsl onepanuu Merge u omepauuii, rae
Merge wucnonedyercs (DeleteMin  u Delete); wu3-3a
HeCTaHJapTHBIX 3HaYeHUH 1IM(P W; B IPEACTaBICHUH.

MATHUYECKASI KOCASI CUCTEMA CUUCJIEHUS

Marnueckas Kocas cucteMa cuucienus [8] mo cBoei
CYTH SIBJSIETCS W30BITOYHOM, T.K. COAEPKHUT MATh UHUDP
d; €{0,1,2,3,4}, smauemus kotopeix w;= (211 —1).
OpHaKO ONEpalMOHHOE ONpE/eICeHHe Maru4eckod KOcoi
CHUCTEMBI M CIOCOO BBITIOJHEHHSI ONEPALUi TapaHTHPYIOT
YHUKaJIbHOE MTPECTaBIICHNE ISl JII0OOT0 [EJI0ro Yucia.
Okcrpemanbhbie mudpsr: di € {0, 1, 3, 4}
Hwxaue mudpsr: di € {0, 1}
Bepxuue(6onsimue) mudpsr: di € {3, 4}
Omneparust Insert BeImorHsAETCS B XyALIEM cIydae 3a
O(1) mo cnemyromeMy aaroOpuTMYy:
1. Jlo6aBUTbH 3JIeMEHT B KOPHEBOW CHHUCOK U MPOXOJIs
[0 HEMy cjeBa HamnpaBo HEOOXOJMMO HaTh
NepBbIE TPU WM 4YETHIPE JepeBa OJMHAKOBOI'O
MPOU3BOJILHOTO PaHTa j.
2. Ecnu Takme umeroTcs — HEOOXOJMMO CIIUTH JBa
MOCIeIHNX W3 HUX M JepeBo paHra 0 B OOHO
JIepeBO, paHr KOToporo Oyzer paseH j+1.
3. Ecnu panr j+1 nonydeHHOTO AepeBa HE paBeH 1, TO
MOCJIe/IHEe M3 JICPeBbEB paHra | HE0OX0JUMO

MPEICTaBUTh KaK CIUCOK JBYX JEPEBbEB paHra j-1
u nepesa panra 0.
Omnepanuu FindMin u Insert BeimonusieTcs 3a Bpemst
O(1). Onmnepamust delete  umeer croxuocts  O(Ign),
KOJIMYECTBO CPaBHEHUI 3eMeHToB npu 3tom 6 Ign + O(1) B
XyAImeM ciydae. AJTOPUTMBI JUISI 3THX W OCTaJbHBIX
oTepanui MpeICTaBICHBI ¥ MOAPOOHO omrcaHsl B [10].
K 1ocTonHCTBaM MOYKHO OTHECTH:
e Insert BemmomHsietcst 3a Bpems O(1)
e Bricora nepeBa MaKCHMMajbHOTO paHra MEHbBIIE Ha

1B CpaBHCHHUEC C CUCTEMaMH, B KOTOPBIX 3HAUYCHUA
wdp w; = 25
K HemocraTkaMm cleayeT OTHECTH CIOXHOCTh B
peanusanmu anroputMoB onepanuii Merge, DeleteMin u
Delete u3-3a nsTH BO3MOKHBIX HU(pP d; B IPEICTABIEHUH U
WX 3HaYCHUU W;

PEI'VJISIPHASI KOCASI CUCTEMA CUUCJIEHUS

CHCTEMa, B KOTOPOH KOMOHHHPYIOTCS CBOWCTBa CTPOTO-
PETYJIAPHOW M KaHOHWYECKOH KOCOW CHCTEM: COOJIIOIaeTCs
yCIOBHE PEryNsapHOCTH M 3Hadenms w;= (2171 —1) mma
mapp d; € {0,1,2} (mexay aByms umbpamu 2 B 3amucu
YUCia B PEryJSIPHOM KOCOM IIPEJCTABJICHUH JODKEH ObITh
xoTs1 661 otuH HOJb) [10].

Hcrnone3yss peryisipHyr0 KOCYK CHCTEMY s
obJerdeHust BCTABKU U OOBEJAMHEHUS MUPAMUJ HA OCHOBE
yKasareJjei, COXpaHseM CIIeIyIONIUe OrPaHUYCHUS:

Omnepauuu FindMin u Insert umerot crnoxaocts O(1)
B xyamem ciydae. Omeparms delete mmeer crmokHOCTB
O(lgn), xonmuecTBO CpaBHEHMI 3IEMEHTOB TIpH 3ToM 5 Ign
+ O(1) B xymmem cmydae. Omepamust Merge umeer
cnoxrocts O(lg’m), rme M pasMep MeHbIIeH CIMBAEMOM
TTUPaMHUIBL.

Hmerotcs 2 ClieqCTBUSL, OMPEICTSAIONNX KOJTHISCTBO
udp B 3aMKMCH YKCIIA U CYMMY LGP B 3aIIMCH YKCIIA:

Caencrsue 1: xommuectBo udp B 3a0KCH yucia N,
MPENCTaBICHHOM B PEryIIAPHOil KOCOH CHCTEME, COCTABIISACT

He Oomee log,(n) —1. Dro 3HAYMT, 4YTO JEPEBO
MakCHMalbHOM  BBICOTBI ~ OyAe€T WMETb paHI, He
MIPEBBIIAIONTUH
log,(n) — 2. 310 maetr HaM MaKCHMAIIBHYIO BBICOTY JIepeBa
log,(n) — 2

CaeacrBue 2. cymma nudp B 3amMcHd YHUCIHA,
MpEeACTaBICHHOM B peryJspHOd Kocoil cucreme, He

npeBbimaet log,(n) + 1, 4To maet HaM JUIMHY KOPHEBOTO
crnmcka B XyaueM ciydae log,(n) + 1

Onepanmst Insert m Merge BBIONHSIOTCS 32 BpeMs
O(1) u O( log?(n)) B XynmeM ciydae COOTBETCTBEHHO.
Take gaHHas CcUCTEMa CYMCIICHHMS  IIOJJIEPXKMBAET
oneparuu FindMin 3a Bpems O(log,(n) + 1) u Decrease 3a

O(log,(n) — 1).
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Bonee moapoOHO BhINIETIEPEYHUCIIEHHBIE OTIEPAIIUH
omucansl B [10]. K 10cTOMHCTBAM MOKHO OTHECTH:
e Onepanus Insert Beimosasiercs 3a Bpems O(1)
e Bricora gepeBa MaKCHMAIBHOTO paHTa MEHBIIE Ha
1 B cpaBHEHHE C CHCTEMaMH, B KOTOPBIX 3HAYCHUSI
undp w; =d; * 2L,

K HemocTaTkaMm ciemayeT OTHECTH - CJIOKHBIE B
NPaKTUYECKOM TUIaHE aJTOPUTMBI Ui oneparmii Insert,
Merge, DeleteMin u Delete wu3-3a HeobxomumocTu B
COOJIIOZIEHNH YCIIOBHMS PETYJISAPHOCTH M HECTAaHIapPTHBIX
3HAYEHUH W; B [IPEACTABICHUH.

CTpyKTypBl JAHHBIX, KOTOPbIE MOKHO OIMCATh Kak
YHUCIIOBBIC TPE/ICTABICHUS, BCTPEYAIOTCS Ta Y/IHBICHHE
9acTo, HO SIBHBIM 00pa3oM CBsI3b ¢ KAKUM-JTHOO BapHUAHTOM
CHCTEMBI CUHMCIICHHUSI YIIOMHUHAIOT JIMIIG u3pezaka [15, 18, 5].
Kocrie GnHOMHATBHEIE THPAMUIBI OTTUCAHEL B [4].

3AKJIFOYEHUE

[MonBoxss wWTOr WCCIEAOBAHMIO MHOTOYMCICHHBIX
myOJIMKanuii Mo 3TOMy HarpaBJeHUIO, MOXHO T'OBOPHUTH 00
aKTyaJbHOCTH U 9()(HEKTUBHOCTH 3TUX padoT.

CraHgapTHBIM OWHOMHMAJIBHBIM NHpaMuAaM, Kak
BIPOYEM U HEKOTOPBIM APYTUM CTPYKTypaM, CBOHCTBEHHBI
KacKaJlHbIC BBIYMCICHUS IIpU M00ABICHUU WIN YOAICHUH
3JIEMEHTOB, YTO CYLIECTBEHHO 3aMe/UIieT Takue Oa3oBbIE
orepanuy KaK BCTaBKA M CIWSHHWE W 3aBHCSIINE OT HUX
npyrue omepanud. Ecaum B 0OBIYHON OWHOMHUAIBHOM
nUpamMujie BCTAaBKa BBIMONHsIETCS co ciaokHocThio O(Ign) B
XyJAleM clydae, TO B H30BITOYHOIl OuHapHOH cucTteMme
CUHMCJICHHsI BCTaBKa BBIMOJHSETCS co crnoxHocThio O(1) B
xyaueMm ciaydae. Ilmaroi 3a 3T0 sBIseTCs BpeMs Ha
nmpeoOpa3oBaHUe CTPYKTYpbl H3 OWHApHOW CHCTEMBI B
N30BITOYHYI0 OMHAPHYIO CHCTEMY CUHCIICHHS.

YToOBl BBINOJHUTE CHHCOYHBIE omepamuu head
(moxyuuTs ronoBy crucka) u tail (momyunTh XBOCT criucka)
co crmoxkHOocThI0 O(1) ucmone3yercst Oe3HyIeBast OMHApHAS
cHCTeMa CUUCIICHUSL.

Bo3MoxHOCTH H30BITOYHOM M O€3HYJIEBOW CHUCTEM
CUHUCIIEHUs] OOBENUHSAIOTCS B H30BITOUHYIO, OE3HYIEBYIO
CUCTEMY CUHCIICHHSI.

Hannume perynsipHbIX HENPEpHIBHBIX OJWHAKOBBIX
udp MO3BOJISIET  HX 00BETUHUTH B OJOKH.
[locnenoBaTtenbHOE  HMCHONB30BAHHME  M3OBITOYHBIX U
PErYJIAPHBIX CHCTEM CUMCICHHUSI IIO3BOJISICT BBINOJHATH
OTIepaluy CIMSHUS M yMEHBIICHHUS 32 ITOCTOSIHHOE BpPEMS B
Xy/LIEM ciydae.

PerynspHble CHCTEMBI CYHMCIEHHS MOTYT TaKxke
UCTIONB30BAThCS IS HOJJEPKKM — NpPHpalieHus B
NPOM3BOJIBHON Im¢pe cTpoku. Jns MNOANEpKKH Kak
YBEIMYCHUSI TaK W yMEHBIIEHHUs co cioxHocTeio O(1) B
XYAIIEM CIy4ae HCIOJIB3YETCsl pacHIMpeHHas peryisipHas
CHCTEMa CUUCIICHUSL.

besnyneBast perynspHas CHCTEMa CUHCICHUSA
MO3BOJIIET  MOJYYNUTh BEPXHUH IPEAed  KOIWYIECTBA
cpaBrenuit npu ymanenun 21gn+O(1) Bmecro 7lgn+O(1) B
00BIYHON OMHOMHUABEHOM TUPAMUJIC.

Hcnonp3oBaHue CTpOro peryisipHod OWHapHOM
CUCTEMbI CUHUCICHUS NMPUMEHHUTENBHO K OMHOMHAIBHBIM
IUpaMuaaM IO3BOJISIET BBIMOJHATH OINEpPAllMK  HOMCKa
MUHHMYMa, BCTaBKH, CIHSHHA cO ciloxHocTeio O(1) B

XymieM ciydae. KomudecTBo cpaBHEHHH TPH yIaJeHHH
cocrasster 2lgn+0O(1).
K Hemocrarkam BceX PEryJsIpHBIX CHCTEM CIIEIYeT

OTHECTH HE00XOJMMOCTh coOoaeHHs yCII0BHI
PETYIAPHOCTH.
Kocoe OuHapHOe HCUHCICHME Ha  MpPaKTHUKE

MPUBOAUT K 00Jiee MPOCTHIM M OBICTPHIM IMPOrPaMMaM.

Jlrobast kocast cucrema u30bITOYHA. YUTOOBI BEpHYTH
YHUKaJIBHOCTh nyTEM OrpaHUYEHUN co31aéTcst
KaHOHHMYECKas  Kocas  cucTemMa  cuucieHus.  [lpwu

onpeenéHHbIX €€ JTOCTOMHCTBAX, ONEPAIHs CIUSHUS 3/1€Ch
0oJiee CI0KHas.

ANbTepHATHUBON  SIBISIETCST  Marmveckas — Kocas
CHUCTEeMa CUHMCICHHS 3a CUYET YBEIMYCHHUS KOJIUYECTBA
JIEPEBbHEB OJJHOTO PAHTa.

Perymnsapuas Kocast cucreMa CUYUCJICHUS
KOMOWHHUpYET  CBOICTBa CTpPOro peryssipHoOit 51
KaHOHMYECKON KOCOM CHUCTEM.

Kax BUJTHO, 3¢ GEeKTHBHOCTD [IPUMEHEHHUS
Pa3IMYHBIX CHUCTEM CUHCIIEHHUS 3aBHCHT OT KOHKPETHBIX
aNrOpUTMOB, TOYHEE oT BBINOJIHAEMON

TIOCJIEI0BATEIFHOCTH ONlepanuii B 3TUX alrOpUTMax.

CTpyKTypBl JaHHBIX, KOTOpbIE MOXKHO OITCaTh Kak
YHCIIOBBIC IPEACTaBJICHNS, BCTPEYAIOTCS Ila YAMBICHUC
4acTo, HO SIBHBIM 00pa3oM CBS3b C KAaKUM-IMOO BapHaHTOM
CHCTEMbI CYHMCIICHHUsI YIIOMHHAIOT JIMIIb u3peaka [15, 18, 5].
Kocrpie OuHOMHUANbHBIC MTHPAMUIBI OMUCAHbI B [4].

Oror o0030p WHTEpECEH © TeM, 4YTO HJaéT
BO3MOKHOCTh 33aQyMaThCs O HalbHEHWIIed paboTe B ITOM
HampaBlieHUH.  lcnosb30BaHME — PasiU4HBIX  CHCTEM
CUHCIICHHS Ha TmpuUMepe OWHOMHAJBHBIX NHPaMHI HE
UCKIIFOYaeT HMX  INpPUMEHEHWs Ha  JPYrHX  BHAAX
NUpaMUAAIBHBIX  CTPYKTYp (puboHauyymeBbl MUpamMHIbL,
napHbIe MTUPaMUAbL U IpyTHUe).
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Overview of binomial pyramids based on different
number systems

Vasiliy K. Gulakov, Konstantin V. Gulakov

Abstract - The article provides an overview of binomial data
structures based on various number systems. This approach
improves the performance of operations on binomial pyramids,
such as increasing and decreasing the number of elements,
inserting elements, merging pyramids. Various number
systems are considered: binary, redundant, nonzero, regular,
oblique, and their combinations. The structure of binomial
pyramids is well described by a binary number equal to the
number of elements in the pyramid. By working with these
numbers, you can efficiently perform various operations on
pyramidal structures. The problem with representing a binary
number is that increasing or decreasing the number by one can
cause many of the digits of the number to cascade, which
affects the result in the worst case. In order to get away from
this situation, other number systems are used. The article
briefly discusses various number systems, their combinations
and their capabilities.

Keywords: trees, binomial pyramid, redundant number
systems, algorithm complexity
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	В.К. Гулаков, К.В. Гулаков
	Аннотация - В статье дается обзор биномиальных структур данных на основе различных систем счисления. Такой подход позволяет улучшить производительность операций над биномиальными пирамидами, такими как увеличение и уменьшение числа элементов, вставку ...
	Ключевые слова: деревья, биноминальная пирамида, избыточные системы счисления, сложность алгоритма.
	Введение
	Совершенствование и развитие пирамидальных структур данных как правило, базируется на двух основных направлениях. Первое заключается в создании новых форм хранения данных и новой структурной архитектуре, что в совокупности влияет на время работы разли...
	Новый подход в развитии пирамидальных структур - взгляд на пирамиды с позиции других систем счисления. Взаимосвязь между системами счисления и структурами данных достаточно проста и впервые описана в записках семинара Кленси и Кнута [6].
	Предполагается, что представление биномиальных пирамид в других системах счисления приведет к уменьшению количества сравнений и количества слияний биномиальных деревьев.
	В десятичной системе счисления одно приращение может привести к каскадным сложениям (Рис.1). У бинарной системы счисления есть та же проблема.
	Мы ищем систему, в которой приращение и уменьшение может быть выполнено с постоянным количеством изменений цифр.
	Каждой биномиальной пирамиде в соответствующей системе счисления соответствует некоторое число d, непосредственно обозначающее количество элементов в пирамиде. Введем строку <dk-1, …,d1, d0>, которая будет являться представлением числа d в какой-либо ...
	 𝑖 – индекс цифры в строке числа или ранг биномиального дерева или степень исхода из вершины соответствующего биномиального дерева;
	 𝑖 – индекс цифры в строке числа или ранг биномиального дерева или степень исхода из вершины соответствующего биномиального дерева;
	 ,𝑑-𝑖. – цифра в представлении числа d, соответствующая количеству деревьев i-го ранга в пирамиде;
	 ,𝑤-𝑖. – значение i-й цифры в представлении числа, которое соответствует количеству элементов в дереве i-го ранга в пирамиде.
	Для каждого представления пирамиды в различных системах счисления её размер n содержит di биномиальных деревьев размером ,𝑤-𝑖.=2i  или di косых биномиальных деревьев размером wi=2i+1-1.
	Требования к системам счисления:
	 |{,𝑑-𝑖.|i ∈ {0, 1, … , k-1}}| минимальная, насколько это возможно для всех ,𝑑-𝑖.;
	 Увеличение в любой позиции i (increment (d, i)) генерирует как можно меньше изменений цифр в худшем случае;
	 Уменьшение в любой позиции i (decrement (d, i)) генерирует как можно меньше изменений цифр в худшем случае.
	Для реализации этих и других улучшений используются свойства различных систем счисления: избыточных, безнулевых, регулярных, косых и их комбинаций.
	В данный момент для биномиальных пирамид рассматриваются следующие системы счисления:
	 бинарная (binary) ,𝑑-𝑖.∈,0,1., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖. [14];
	 избыточная бинарная (redundant binary) ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖. [5];
	 безнулевая бинарная (zeroless binary) ,𝑑-𝑖.∈,1,2., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖. [14];
	 избыточная безнулевая (redundant zeroless) ,𝑑-𝑖.∈,1,2,3,4., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖. [8, 11];
	 избыточная регулярная (redundant regular - RR): ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖.. [6];
	 расширенная регулярная система (extended regular): ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2, 3.. Каждой цифре 3 предшествует по крайней мере одна цифра {0,1} до предыдущей цифры 3 или конца цифр. Также каждому 0 предшествует по крайней мере одна цифра {2,3} до предыдущего ну...
	 Двойное последовательное использование регулярной системы: ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2,3,4,5.; позволяет выполнять увеличение и уменьшение со сложностью О(1) с помощью одного изменения цифры [17, 18, 3];
	 Безнулевая регулярная: (zeroless regular) ,𝑑-𝑖.∈,1,2,3.; ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖.. Каждая последовательность цифр имеет следующую форму: ( 1 | 2 | 12*3)* [2];
	 Строго-регулярная (strictly-regular) ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2.; ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖.. [9];
	 Каноническая косая (canonical skew) : ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2., wi=(,2-𝑖+1.−1) и первая не нулевая цифра может быть 2. Каждая последовательность цифр имеет следующую форму: 0*( ε | 2 )( 0 | 1 ), [18, 19];
	 Магическая косая (magical skew) ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2,3,4., wi =(,2-𝑖+1.−1) [8];
	 Регулярная косая (regular skew) ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2., wi =(,2-𝑖+1.−1) [10];
	 In-place счетчики [11, 14].
	Рассмотрим более подробно каждую систему счисления применительно к биномиальной пирамиде.

	Обзор биномиальных пирамид на основе различных систем счисления
	Бинарная система счисления
	Классическая бинарная система счисления, содержащая в представлении цифры ,𝑑-𝑖. , значения которых n= ,𝑖=0-,lg-𝑛.-,𝑑-𝑖.,2-𝑖.., где ,𝑑-𝑖.∈{0,1}
	Операция вставки (Insert) выполняется за время О(,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛) в худшем случае. Возможна ситуация, когда операция выполняется за О(1), если в пирамиде отсутствует дерево ранга 0.
	Операция слияния (Merge) выполняется за время О(,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛), и при этом необходимо слияние деревьев одинакового ранга.
	Причины высокой сложности в наихудшем случае состоят в том, что увеличение числа может привести к каскадному переносу, а уменьшение сразу после увеличения может привести к каскадному заимствованию. Следствием является то, что вставка узла может привес...
	Решить проблему дорогостоящих чередующихся операций увеличения и уменьшения можно использованием дополнительной (избыточной) цифры в представлении.

	Избыточная бинарная система счисления
	Система счисления называется избыточной (redundant), если некоторые числа могут быть представлены более, чем одним способом. Например, можно получить избыточную систему бинарного счисления, взяв wi = 2i и di = {0, 1, 2}. Тогда десятичное число 13 можн...
	Использование дополнительной (избыточной) цифры в представлении может решить проблему дорогостоящих чередующихся операций увеличения и уменьшения. Наличие избыточного представления позволяет иметь значение (d)= значению (d(), используя две разные стро...
	В статье Д. Кнута и Дж. Кленси [6] указывается, что представление чисел в избыточной системе необходимо для выполнения операции Insert за время О(1).
	Чтобы получить все варианты представления числа в избыточной бинарной системе счисления необходимо:
	1. Представить число в бинарной системе счисления
	Таблица 1
	2. Для представления числа в избыточной системе счисления воспользуемся таблицей 1. Найти в представлении числа из левого столбца таблицы 1, если они существуют, и заменить их на соответствующие элементы из правого столбца таблицы 1 [6, стр. 54]
	3. Для получения всех избыточных чисел повторить шаг 2 до тех пор, пока это возможно. Все полученные в результате варианты (в том числе и изначальный) будут представлениями числа в избыточной бинарной системе счисления.
	Например, число 1010 в избыточной бинарной системе счисления может быть представлено четырьмя способами: 1010, 1002, 210, 202 (рис. 4).
	При операции Insert, если имеются более двух деревьев одинакового ранга, сливаются два последних дерева наименьшего ранга
	Для последующих операций Merge, FindMin, DeleteMin, Decrease, Delete в избыточной бинарной системе счисления минимальную сложность в наихудшем случае обеспечивает представление, не содержащее в себе цифр 2, что дает дополнительный элемент в корневом с...
	К достоинствам можно отнести:
	 Операция Insert выполняется за время О(1);
	 Цифра 2 в представлении избавляет от необходимости сливать все деревья одинакового ранга для тех операций, где она используется: Merge, DeleteMin, Delete. Одинаковые деревья сливаются лишь до тех пор, пока их не останется два или менее.
	К недостаткам следует отнести отсутствие единства представления. Может потребоваться дополнительное время на перевод из одного представления в другое для уменьшения времени выполнения операции, если это необходимо.

	Безнулевая бинарная система счисления
	Безнулевые бинарные числа строятся из единиц и двоек, т.е. представление числа содержит цифры ,𝑑-𝑖.∈,1,2., значение которых ,𝑤-𝑖.= ,2-𝑖.. Так, например, десятичное число 16 можно записать как 2111 вместо 00001. Основное предназначение данного пре...
	Функция добавления единицы на безнулевых бинарных числах реализуется так:
	Чтобы получить представление числа в безнулевой бинарной системе счисления необходимо:
	1. Представить число в бинарной системе счисления
	2. Найти в представлении элементы из левого столбца таблицы 2, если они существуют, и заменить их на соответствующие элементы из правого столбца.
	3. Повторить шаг 2 до тех пор, пока это возможно.
	4. Последний вариант, в котором будет невозможно что-либо заменить и будет представлением числа в безнулевой бинарной системе.
	Рис. 5. Биномиальная пирамида в безнулевой системе счисления, соответствующая числу 610
	Таблица 2
	Для выполнения операции Insert в объединенном корневом списке необходимо слить два последних из трех деревьев одинакового ранга, если такие имеются. Сложность операции составляет О(,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛−1) в худшем случае.
	Операция Merge выполняется за время О(2*,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛−2) и у нее в объединенном корневом списке, если имеются более двух деревьев одинакового ранга, сливаются два последних дерева.
	Также поддерживаются операции FindMin за время О(2*,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛−2) в худшем случае и DeleteMin, Decrease и Delete за время О(,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛) в худшем случае.
	Достоинства безнулевой бинарной системы счисления - цифра 2 в представлении избавляет от необходимости сливать все деревья одинакового ранга для тех операций, где оно используется: Merge, DeleteMin, Delete. Одинаковые деревья сливаются лишь до тех пор...
	Недостаток - максимальная длина корневого списка 2(,𝑙𝑜𝑔-2.𝑛−1), что дает высокую сложность операций, зависящих от него.

	Рис. 4. Варианты представления числа 10 в избыточной системе счисления и соответствующие биномиальные пирамиды
	Избыточное безнулевое представление
	Избыточное безнулевое представление объединяет возможности избыточного и безнулевого представлений.
	Безнулевое представление: n=,𝑖=0-𝑘-,𝑑-𝑖.,2-𝑖.. , где k ∈ {−1, 0, . . . , ⌊lg n⌋} и ,𝑑-𝑖.∈ {1, 2, 3, 4} для всех i ∈{0, . . . , k }. Если k = −1, то пирамида пуста.
	– Сложение n + 1 соответствует вставке узла в биномиальную пирамиду
	– Вычитание n–1 соответствует удалению узла из биномиальной пирамиды
	Когда используется стек, чтобы обеспечить функциональные возможности в контексте биномиальных пирамид, вставка и извлечение может быть выполнена при постоянной сложности для наихудшего случая.
	Например, число 10 может быть представлено следующими способами: 34, 122, 42. (рис.7)
	Рис. 7. Избыточное безнулевое представление числа 10
	Данное представление обладает преимуществами избыточного бинарного и безнулевого представлений:
	1) Для некоторых пирамид, числовую запись которых можно представить несколькими способами, операция insert работает за О(1);
	2) При объединении некоторых пирамид не нужно лишний раз сливать деревья, т.к. может быть до 4 одинаковых деревьев;
	3) списочные операции head, tail и cons выполняются за О(1).
	Выполнение операций осуществляется следующим образом:
	1. операция merge (слияния) пирамид объединяет корневые списки пирамид в один список, в котором корни упорядочиваются по рангу узла. Далее проходим от начала до конца списка и сливаем два последних одинаковых по рангу дерева. В среднем в 37.5% случаев...
	2. insert – вставка элемента. Создаётся биномиальная пирамида с единственным узлом, содержащим этот элемент, и объединяется с исходной биномиальной пирамидой. Сложность О(log n) в худшем случае, О(1) – в лучшем (вероятность – 75%, т.к. последняя цифра...
	3. findMin – получение минимума. Пройти по корневому списку и найти минимум. Сложность О(log n);
	4. deleteMin – удаление минимального элемента. Удаляем его из корневого списка. Список его потомков включаем в корневой список исходной пирамиды. Сложность О(log n);
	5. decrease – уменьшить значение в данной вершине. Уменьшаем значение. Если свойство пирамиды будет нарушено для данной вершины и ее родителя, то меняем их местами. Продолжаем процесс, пока наша вершина не “всплывет” на свое место. Сложность О(log n) ...
	6. delete – удаление произвольного элемента. Сначала для этого элемента делаем decrease (чтобы он «всплыл» в корень), затем делаем deleteMin. Сложность О(log n).

	Регулярные представления.
	Ещё одна разновидность бинарных чисел, дающая показатели О(1) для ряда операций в худшем случае — регулярные (regular) бинарные числа.
	Регулярные бинарные числа объединяют непрерывные последовательности одинаковых цифр в блоки, так что мы можем применить перенос или заимствование к целому блоку за один шаг. Представляем регулярные бинарные числа как список чередующихся блоков из един...
	Целое число в каждом блоке представляет длину блока. Добавляем новые блоки к началу списка блоков с помощью вспомогательных функций zeros (нули) и ones (единицы). Эти функции сливают идущие подряд блоки одинаковых цифр и отбрасывают пустые блоки. Кром...
	Заметим, что увеличение бинарного числа требует k шагов, когда число начинается с последовательности в k единиц. Подобным образом, уменьшение бинарного числа требует k шагов, когда число начинается с k нулей.
	Регулярная система [6], называемая сегментированной системой [4], состоит из цифр {0,1,2} с тем ограничением, что каждая цифра 2 стоит за 0, между которыми может быть любое количество 1. Используя синтаксис регулярных выражений (для примера смотри [2,...
	Теперь при увеличении регулярного бинарного числа смотрим на первый блок цифр (при условии, конечно, что он вообще есть). Если первый блок содержит нули, то заменяем первый из этих нулей на единицу, создавая новый единичный блок единиц, а длину блока ...
	Рекурсивный вызов процедуры «увеличить» не зацикливается, поскольку если следующий блок присутствует, он будет содержать нули. Вспомогательная функция позаботится об особом случае, когда первый блок содержит единственный ноль.
	Уменьшение регулярного бинарного числа выглядит почти точно так же, только роли единиц и нулей меняются. Здесь тоже рекурсивный вызов не зацикливается, потому что в следующем блоке должны быть единицы.
	К сожалению, несмотря на то, что регулярные бинарные числа поддерживают операции увеличение и уменьшение за время О(1) в худшем случае, числовые представления, основанные на них, оказываются слишком сложными, чтобы иметь какое-либо практическое значен...
	Рассмотрим, например, избыточное представление, в котором блоки единиц рассматриваются как единый блок. Определяем вспомогательную функцию ones, обрабатывающую блоки, идущие друг за другом, и уничтожающую пустые блоки.
	Полезно рассматривать цифру 2 (два) как незаконченный перенос. Чтобы не было каскадов переносов, нам надо гарантировать, что две двойки никогда не идут подряд. Будем поддерживать свойство, что последняя не равная единице цифра перед каждой двойкой рав...

	Избыточная регулярная система счисления
	Избыточной регулярной системой счисления называется система, в которой ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2., ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖., Каждая последовательность цифр имеет следующую форму (0 | 1 | 01*2)*. [6]
	Последовательное использование избыточной и регулярной систем позволяет выполнять операции слияния и уменьшения за постоянное время в худшем случае. [3]. Другое последовательное использование избыточной и регулярной систем - чисто функциональный связн...
	Представление числа в избыточной регулярной бинарной системе счисления с соблюдением условия регулярности (между двумя цифрами 2 в представлении числа должен быть как минимум один 0) обеспечивает для операции Insert время О(1).
	Избыточная регулярная система счисления может использоваться, чтобы избежать сложности O(log2n) одного приращения. Подстрока вида 01*2 называется блоком. В качестве альтернативы регулярное представление также может быть определено с использованием бол...
	В регулярном представлении каждая цифра 2 соответствует отложенному переносу, и поддержание регулярности строки может быть выполнено с использованием исправления. Исправление устанавливает di(di-2 и di+1(di+1+1. Поддержание регулярности строки в связи...
	Задержанные переносы могут поддерживаться по правилу «первым пришёл – последним вышел», когда приращение должно поддерживаться с последней значащей цифрой.
	Регулярная система счисления также может использоваться для поддержки приращения в произвольной цифре строки [6].
	Для поддержки как увеличения, так и уменьшения при сложности О(1) в худшем случае используется расширенная регулярная система

	Расширенная регулярная система (extended regular).
	Чтобы выполнять уменьшение со сложностью O(1) числом замен цифр, было предложено расширение в [19, 6]. Такая расширенная-регулярная система состоит из {0, 1, 2, 3} с тем ограничением, что каждая цифра 3 стоит за 0 или 1, между которыми [3 и 0/1] может...
	n= ,𝑖=0-,lg-𝑛.-,𝑑-𝑖.,2-𝑖.., где ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2, 3.. Расширяется число цифр и появляется возможность рассматривать больше регулярных блоков. По-прежнему, ,𝑑-𝑖 . число деревьев ранга 𝑖.
	Блоки: 12*3 02*3  21*0 31*0,
	0 и 3 являются отличительными цифрами блоков
	fix-carry: 3 х ( 1 (х+1) (нет изменений в значении)
	Пример: d = 1222232221031121101
	increment (d, 2) : d = 1232232221031121101 ???
	fix -carry (d, 5) : d = 1232213221031121101
	increment (d, 4) : d = 1232313221031121101 ???
	fix -carry (d, 4) : d = 1232123221031121101
	fix -borrow : 0 x → 2 (x − 1) (значение не меняется)
	decrement (d, 15) : d = 1232123221031120101 ???
	fix -borrow (d, 17) : d = 123212322103112012
	decrement (d, 11), decrement (d, 11), decrement (d, 11) :
	d = 123212322100112012
	fix -borrow (d, 11) : d = 123212322102012012
	Процедура fix-carry соответствует объединению b объектов ранга j в один объект ранга j +1.
	Процедура fix-borrow соответствует разделению объекта an ранга j на b объектов ранга j − 1
	Каждой цифре 3 предшествует по крайней мере одна из цифр {0,1} до цифры 3 или конца цифр. Также каждому 0 предшествует по крайней мере одна из цифр {2,3} до предыдущего нуля или конца цифр. [6, 17]
	При реализации:
	 у каждой цифры есть указатель на отличительную цифру своего блока;
	 если цифра находится не в блоке, ее указатель указывает на произвольную цифру.
	Это работает потому, что:
	1. Ненужный fix не вредит (когда блок уничтожается, нет необходимости менять указатели)
	2. Блок расширяется на одну цифру спереди.
	3. Вновь созданный блок состоит из двух цифр.

	Безнулевая регулярная система счисления.
	Бродал [2] использовал “не содержащий нуля” вариант регулярной системы, включающий ,𝑑-𝑖.∈,1,2,3.; ,𝑤-𝑖.=,2-𝑖..  для того, чтобы гарантировать то, что размеры его деревьев экспоненциальные в отношении их рангов. Для дополнительных примеров использ...
	Безнулевая система счисления гарантирует, что число поддеревьев, имеющих одинаковый ранг, находятся в диапазоне {1, 2, 3}, что гарантирует, что размеры деревьев экспоненциальные по отношению к их рангам. Все поддеревья в безнулевой системе счисления и...
	В качестве основного применения этой системы счисления, реализация эффективной сливаемой пирамиды. Наилучший верхний предел это 2 lg n + O(1) элементарных сравнений для удаления, что достигается изменением пирамиды, описанной в [2].

	Строго регулярная бинарная система счисления
	Система, в представлении которой соблюдается условие регулярности: если ,𝑑-𝑖.=2 и ,𝑑-𝑘.=2 и 𝑖<𝑘, тогда ,𝑑-𝑗.=0 для некоторых  𝑗 ∈, 𝑖+1, …, 𝑘−1. (между двумя цифрами 2 в представлении числа в строго-регулярной системе счисления должен быть х...
	Экстремальные цифры: 0 и 2. Данная система является частным случаем избыточной системы.
	Пример увеличения
	Обозначения: цифра ,𝒅-𝒊., которая будет увеличиваться отображается более жирно. ,𝑑-а. – первая экстремальная цифра после ,𝑑-𝑖. (обозначается курсивом), k – неотрицательное целое, а обозначает любую комбинацию 1+ и 01*2 блоков, и ω обозначает любу...
	Начальная конфигурация: α01*11*211kω
	Действие: di←2; da←da−2; da+1←da+1+1
	Финальная конфигурация: α01*21*021kω
	Примечание: Это один из 19 случаев, рассмотренных в работе [9]
	Чтобы получить представление числа в строго-регулярной системе счисления, необходимо:
	1. Представить число в бинарной системе счисления
	2. Найти в представлении элементы из левого столбца таблицы 3, если они существуют, и заменить их на соответствующие элементы из правого столбца, при этом следя, чтобы условие регулярности не нарушалось.
	3. Повторить шаг 2 до тех пор, пока это возможно.
	4. Последний вариант, в котором будет невозможно что-либо заменить и будет представлением числа в строго-регулярной бинарной системе.
	Таблица 3
	Свойства:
	 увеличение, уменьшение, объединение и разделение включают О(1) обмен цифр в худшем случае
	 Сложение 2-х k-значных чисел включает не более k заимствований
	 Сумма цифр k-значного числа равна как минимум φk-1 где φ – золотое сечение (golden ratio) (свойство экспоненциальности)
	Сливаемые пирамиды с использованием строго регулярной системы счисления имеют следующие ограничения: Операции поиска минимума, вставки, слияния выполняется так же, как в избыточной бинарной системе счисления, и их сложность составляет О(1) в худшем сл...
	Алгоритмы вышеперечисленных операций описаны в [9].
	К достоинствам можно отнести:
	 Операция Insert выполняется за время О(1)
	К недостаткам следует отнести сложные в реализации алгоритмы для операций Merge, DeleteMin и Delete из-за необходимости соблюдения условия регулярности.

	Косые системы счисления.
	Косое бинарное исчисление на практике обычно приводит к более простым и быстрым программам, однако этот метод связан с более радикальным отходом от обыкновенных бинарных чисел.
	Компьютерные представления позиционных систем счисления могут быть плотными (dense) или разреженными (sparse). Плотное представление — это просто список (или какая-то другая последовательность) цифр, включая нули. Напротив, при разрежённом представлен...
	Для косых бинарных чисел нельзя использовать плотное представление, потому что тогда поиск первой ненулевой цифры займёт больше времени, чем О(1). Поэтому выбираем разрежённое представление, благодаря чему всегда имеем непосредственный доступ к младше...
	Целые числа представляют либо ранг, либо вес не нулевых цифр. Пока используем веса. Веса хранятся в порядке возрастания, но два наименьших веса могут быть одинаковы, показывая, что младшая ненулевая цифра равна двум. Уменьшение косого бинарного числа ...
	Ясно, что уменьшение также работает за время О(1) в худшем случае.

	Каноническая косая система счисления
	Каноническая косая система счисления [18, 19] называется косой потому, что значения цифр ,𝑑-𝑖.∈,0,1,2. в представлении равны ,𝑤-𝑖.=,𝑑-𝑖.∗(,2-𝑖+1.−1). Веса деревьев в бинарном представлении (,2-𝑖.): 1, 2, 4, 8, 16, 32, … Веса деревьев в косом б...
	Косая система счисления избыточна, однако, можно вернуть уникальность представления, если ввести дополнительное требование, что лишь самая младшая не нулевая цифра может быть двойкой. Будем говорить, что такое число записано в каноническом виде (canon...
	1. Не более одной цифры 2 в представлении числа
	2. Если цифра 2 присутствует в представлении, то все цифры справа от нее должны быть равны 0
	Алгоритм построения биномиальных деревьев в канонической косой системе счисления представлен на рис. 9.
	Пример косой биномиальной пирамиды приведен на рис. 10.
	Операция Insert выполняется за время О(1). Возможны два случая:
	Случай 1: ранги двух наименьших деревьев совпадают. В этом случае производится косое связывание (рис. 11):
	1) дерево с большим корнем становится левым потомком дерева с меньшим корнем;
	2) К корню получившегося дерева добавляется новый элемент.
	Случай 2: ранги двух наименьших деревьев не совпадают. В этом случае создается новое одноэлементное дерево и добавляется к началу корневого списка.
	Операция DeleteMin выполняется по следующему алгоритму:
	1. Удаляется минимальный элемент из корневого списка, и список потомков объединяется с корневым;
	2. Если существует хотя бы одно дерево ранга 0, то проходя по корневому списку справа налево необходимо слить 2 наибольших дерева одинакового ранга, если они существуют, и дерево ранга 0 в одно дерево;
	3. Повторить шаг 2 до тех пор, пока это возможно.
	К достоинствам можно отнести:
	 Операция Insert выполняется за время О(1);
	 Высота дерева максимального ранга меньше на 1 в сравнении с не косыми системами, в которых значения цифр ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖..
	К недостаткам следует отнести сложные в реализации алгоритмы операции Merge и операций, где Merge используется (DeleteMin и Delete); из-за нестандартных значений цифр ,𝑤-𝑖. в представлении.

	Магическая косая система счисления
	Магическая косая система счисления [8] по своей сути является избыточной, т.к. содержит пять цифр ,𝑑-𝑖.∈,0, 1, 2, 3, 4., значения которых ,𝑤-𝑖.= ,(2-𝑖+1.−1). Однако операционное определение магической косой системы и способ выполнения операций га...
	Экстремальные цифры: di ∈ {0, 1, 3, 4}
	Нижние цифры: di ∈ {0, 1}
	Верхние(большие) цифры: di ∈ {3, 4}
	Операция Insert выполняется в худшем случае за О(1) по следующему алгоритму:
	1. Добавить элемент в корневой список и проходя по нему слева направо необходимо найти первые три или четыре дерева одинакового произвольного ранга j.
	2. Если такие имеются – необходимо слить два последних из них и дерево ранга 0 в одно дерево, ранг которого будет равен j+1.
	3. Если ранг j+1 полученного дерева не равен 1, то последнее из деревьев ранга j необходимо представить как список двух деревьев ранга j-1 и дерева ранга 0.
	Операции FindMin и Insert выполняется за время О(1). Операция delete имеет сложность O(lgn), количество сравнений элементов при этом 6 lgn + О(1) в худшем случае. Алгоритмы для этих и остальных операций представлены и подробно описаны в [10].
	К достоинствам можно отнести:
	 Insert выполняется за время О(1)
	 Высота дерева максимального ранга меньше на 1 в сравнение с системами, в которых значения цифр ,𝑤-𝑖. = ,2-𝑖..
	К недостаткам следует отнести сложность в реализации алгоритмов операций Merge, DeleteMin и Delete из-за пяти возможных цифр ,𝑑-𝑖. в представлении и их значений ,𝑤-𝑖.

	Регулярная косая система счисления
	система, в которой комбинируются свойства строго-регулярной и канонической косой систем: соблюдается условие регулярности и значения ,𝑤-𝑖.= ,(2-𝑖+1.−1) для цифр ,𝑑-𝑖.∈,0, 1, 2. (между двумя цифрами 2 в записи числа в регулярном косом представлен...
	Используя регулярную косую систему для облегчения вставки и объединения пирамид на основе указателей, сохраняем следующие ограничения:
	Операции FindMin и Insert имеют сложность О(1) в худшем случае. Операция delete имеет сложность O(lgn), количество сравнений элементов при этом 5 lgn + О(1) в худшем случае. Операция merge имеет сложность O(lg2m), где m размер меньшей сливаемой пирамиды.
	Имеются 2 следствия, определяющих количество цифр в записи числа и сумму цифр в записи числа:
	Следствие 1: количество цифр в записи числа n, представленной в регулярной косой системе, составляет не более ,𝑙𝑜𝑔-2.,𝑛.−1. Это значит, что дерево максимальной высоты будет иметь ранг, не превышающий ,𝑙𝑜𝑔-2.,𝑛.−2. Это дает нам максимальную выс...
	Следствие 2: сумма цифр в записи числа, представленной в регулярной косой системе, не превышает ,𝑙𝑜𝑔-2.(𝑛)+1, что дает нам длину корневого списка в худшем случае ,𝑙𝑜𝑔-2.(𝑛)+1
	Операция Insert и Merge выполняются за время О(1) и О( ,𝑙𝑜𝑔-2-2.(𝑛)) в худшем случае соответственно. Также данная система счисления поддерживает операции FindMin за время О(,𝑙𝑜𝑔-2.,𝑛.+1) и Decrease за О(,𝑙𝑜𝑔-2.,𝑛.−1).
	Более подробно вышеперечисленные операции описаны в [10]. К достоинствам можно отнести:
	 Операция Insert выполняется за время О(1)
	 Высота дерева максимального ранга меньше на 1 в сравнение с системами, в которых значения цифр ,𝑤-𝑖. =,𝑑-𝑖.∗ ,2-𝑖..
	К недостаткам следует отнести - сложные в практическом плане алгоритмы для операций Insert, Merge, DeleteMin и Delete из-за необходимости в соблюдении условия регулярности и нестандартных значений ,𝑤-𝑖. в представлении.
	Структуры данных, которые можно описать как числовые представления, встречаются па удивление часто, но явным образом связь с каким-либо вариантом системы счисления упоминают лишь изредка [15, 18, 5]. Косые биномиальные пирамиды описаны в [4].

	Рис. 11. Пример выполнения операции Insert через косое связывание
	Заключение
	Подводя итог исследованию многочисленных публикаций по этому направлению, можно говорить об актуальности и эффективности этих работ.
	Стандартным биномиальным пирамидам, как впрочем и некоторым другим структурам, свойственны каскадные вычисления при добавлении или удалении элементов, что существенно замедляет такие базовые операции как вставка и слияние и зависящие от них другие опе...
	Чтобы выполнить списочные операции head (получить голову списка) и tail (получить хвост списка) со сложностью О(1) используется безнулевая бинарная система счисления.
	Возможности избыточной и безнулевой систем счисления объединяются в избыточную, безнулевую систему счисления.
	Наличие регулярных непрерывных одинаковых цифр позволяет их объединить в блоки. Последовательное использование избыточных и регулярных систем счисления позволяет выполнять операции слияния и уменьшения за постоянное время в худшем случае.
	Регулярные системы счисления могут также использоваться для поддержки приращения в произвольной цифре строки. Для поддержки как увеличения так и уменьшения со сложностью О(1) в худшем случае используется расширенная регулярная система счисления.
	Безнулевая регулярная  система счисления позволяет получить верхний предел количества сравнений при удалении 2lgn+О(1) вместо 7lgn+О(1) в обычной биномиальной пирамиде.
	Использование строго регулярной бинарной системы счисления применительно к биномиальным пирамидам позволяет выполнять операции поиска минимума, вставки, слияния со сложностью О(1) в худшем случае. Количество сравнений при удалении составляет 2lgn+О(1).
	К недостаткам всех регулярных систем следует отнести необходимость соблюдения условий регулярности.
	Косое бинарное исчисление на практике приводит к более простым и быстрым программам. Любая косая система избыточна. Чтобы вернуть уникальность путём ограничений создаётся каноническая косая система счисления. При определённых её достоинствах, операция...
	Альтернативой является магическая косая система счисления за счёт увеличения количества деревьев одного ранга.
	Регулярная косая система счисления комбинирует свойства строго регулярной и канонической косой систем.
	Как видно, эффективность применения различных систем счисления зависит от конкретных алгоритмов, точнее от выполняемой последовательности операций в этих алгоритмах.
	Структуры данных, которые можно описать как числовые представления, встречаются па удивление часто, но явным образом связь с каким-либо вариантом системы счисления упоминают лишь изредка [15, 18, 5]. Косые биномиальные пирамиды описаны в [4].
	Этот обзор интересен и тем, что даёт возможность задуматься о дальнейшей работе в этом направлении. Использование различных систем счисления на примере биномиальных пирамид не исключает их применения на других видах пирамидальных структур (фибоначчиев...

	Библиография:
	1. Гулаков В. К., Гулаков К. В. Монопирамидальные структуры данных. – М.: Горячая линия –Телеком, 2019. –148 с.: ил.
	2. Brodal, G. Fast Meldable Priority Queues. WADS 1995: 282-290
	3. Brodal, G. S. Worst-case efficient priority queues, Proceedings of the 7th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, ACM/SIAM (1996), 52-58.
	4. Brodal, G. S. Okasaki, C. Optimal purely functional priority queues, Journal of Functional Programming 6, 6 (1996), 839-857.
	5. Carlsson, S. Munro, J. I. Poblete, P. V.  An implicit binomial queue with constant insertion time, Proceedings of the 1st Scandinavian Workshop on Algorithm Theory,Lecture Notes in Computer Science 318, Springer-Verlag (1988), 1-13.
	6. Clancy, M. J.  A programming and problem-solving seminar / M. J. Clancy, D. E. Knuth // Technical Report STAN-CS-77-606, Department of Computer Science, Stanford University, APRIL 1977
	7. Elmasry, A.. On the power of structural violations in priority queues. / A. Elmasry, C. Jensen, J. Katajainen. // In Proc. 13th Computing: The Australasian Theory Symposium., volume 65 of CRPIT, pages 45–53. Australian Computer Society, 2007.
	8. Elmasry, A. The Magic of a Number System / Amr Elmasry, Claus Jensen, and Jyrki Katajainen from book Fun with Algorithms: 5th International Conference, FUN 2010, Ischia, Italy, June 2-4, 2010. Proceedings (pp.156-165)
	9. Elmasry, A.  Strictly-regular number system and data structures / A.  Elmasry, C. Jensen, J. Katajainen // 12th Scandinavian Symposium and Workshops on Algorithm Theory (2010), Bergen, Norway, LNCS 6139, 26–37.
	10. Elmasry, A.  Two skew-binary numeral systems and one application/ Amr Elmasry, Claus Jensen, Jyrki Katajainen // Published in Theory of Computing Systems 2011
	11. Elmasry, A., Jensen, C., Katajainen, J.: Two-tier relaxed heaps. Acta Informatica 45(3), 193–210 (2008)
	12. Elmasry, A. Katajainen, J. Worst-case optimal priority queues via extended regular counters, 7th International Computer Science Symposium in Russia (2012), Nizhny Novgorod, Russia, LNCS 7353, 130–142.
	13. Elmasry, А. Improving the efficiency of priority-queue structures / Amr Elmasry, Claus Jensen, Jyrki Katajainen // University of Copenhagen, Denmark, 23 October 2012
	14. Elmasry and J. Katajainen, In-place binary counters, 38th Inter-national Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science (2013), Klosterneuburg, Austria, LNCS 8087, 349–360
	15. Elmasry, A. Number Systems and Data Structures, Alexandria University https://ru.scribd.com/document/175364781/Numeral-Systems-and-Data-Structures
	16. Guibas, L. J.  Edward M. McCreight, Michael F. Plass, Janet R. Roberts: A New Representation for Linear Lists. STOC 1977: 49-60
	17. Haim Kaplan, Robert Endre Tarjan: Persistent lists with catenation via recursive slow-down. STOC 1995: 93-102
	18. Kaplan, H., Tarjan, R.E.: Purely functional representations of catenable sorted lists. In: Proceedings of the 28th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 202–211. ACM, New York (1996)
	19. Kaplan, H. Nira Shafrir, Robert Endre Tarjan: Meldable heaps and boolean union-find. STOC 2002: 573-582
	20. Eugene W. Myers. An applicative random-access stack. Information Processing Letters, 17(5):241–248, December 1983. (pp. 76, 82, 84)
	21. Okasaki, C. Purely Functional Data Structures /Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy. CMU-CS-96-177, September 1996
	22. Vuillemin J. A unifying look at data structures // Communications of the ACM. 1980. 23. P. 229–239.
	Гулаков Василий Константинович
	кандидат технических наук
	Брянский государственный технический университет
	профессор кафедры Информатика и программное обеспечение, (БГТУ)
	Эл. почта: gvk10@yandex.ru
	Телефон: +79103328612
	Гулаков Константин Васильевич
	кандидат технических наук
	Брянский государственный технический университет
	доцент кафедры Информатика и программное обеспечение, (БГТУ)
	Эл. почта: gulakov32@yandex.ru
	Телефон: +79103386234
	Vasiliy K. Gulakov, Konstantin V. Gulakov
	Abstract - The article provides an overview of binomial data structures based on various number systems. This approach improves the performance of operations on binomial pyramids, such as increasing and decreasing the number of elements, inserting ele...
	Keywords: trees, binomial pyramid, redundant number systems, algorithm complexity
	References
	1. Gulakov V. K., Gulakov K. V. Monopiramidal'nye struktury dannyh. – M.: Gorjachaja linija –Telekom, 2019. –148 s.: il.
	2. Brodal, G. Fast Meldable Priority Queues. WADS 1995: 282-290
	3. Brodal, G. S. Worst-case efficient priority queues, Proceedings of the 7th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, ACM/SIAM (1996), 52-58.
	4. Brodal, G. S. Okasaki, C. Optimal purely functional priority queues, Journal of Functional Programming 6, 6 (1996), 839-857.
	5. Carlsson, S. Munro, J. I. Poblete, P. V.  An implicit binomial queue with constant insertion time, Proceedings of the 1st Scandinavian Workshop on Algorithm Theory,Lecture Notes in Computer Science 318, Springer-Verlag (1988), 1-13.
	6. Clancy, M. J.  A programming and problem-solving seminar / M. J. Clancy, D. E. Knuth // Technical Report STAN-CS-77-606, Department of Computer Science, Stanford University, APRIL 1977
	7. Elmasry, A.. On the power of structural violations in priority queues. / A. Elmasry, C. Jensen, J. Katajainen. // In Proc. 13th Computing: The Australasian Theory Symposium., volume 65 of CRPIT, pages 45–53. Australian Computer Society, 2007.
	8. Elmasry, A. The Magic of a Number System / Amr Elmasry, Claus Jensen, and Jyrki Katajainen from book Fun with Algorithms: 5th International Conference, FUN 2010, Ischia, Italy, June 2-4, 2010. Proceedings (pp.156-165)
	9. Elmasry, A.  Strictly-regular number system and data structures / A.  Elmasry, C. Jensen, J. Katajainen // 12th Scandinavian Symposium and Workshops on Algorithm Theory (2010), Bergen, Norway, LNCS 6139, 26–37.
	10. Elmasry, A.  Two skew-binary numeral systems and one application/ Amr Elmasry, Claus Jensen, Jyrki Katajainen // Published in Theory of Computing Systems 2011
	11. Elmasry, A., Jensen, C., Katajainen, J.: Two-tier relaxed heaps. Acta Informatica 45(3), 193–210 (2008)
	12. Elmasry, A. Katajainen, J. Worst-case optimal priority queues via extended regular counters, 7th International Computer Science Symposium in Russia (2012), Nizhny Novgorod, Russia, LNCS 7353, 130–142.
	13. Elmasry, A. Improving the efficiency of priority-queue structures / Amr Elmasry, Claus Jensen, Jyrki Katajainen // University of Copenhagen, Denmark, 23 October 2012
	14. Elmasry and J. Katajainen, In-place binary counters, 38th Inter-national Symposium on Mathematical Foundations of Computer Science (2013), Klosterneuburg, Austria, LNCS 8087, 349–360
	15. Elmasry, A. Number Systems and Data Structures, Alexandria University https://ru.scribd.com/document/175364781/Numeral-Systems-and-Data-Structures
	16. Guibas, L. J.  Edward M. McCreight, Michael F. Plass, Janet R. Roberts: A New Representation for Linear Lists. STOC 1977: 49-60
	17. Haim Kaplan, Robert Endre Tarjan: Persistent lists with catenation via recursive slow-down. STOC 1995: 93-102
	18. Kaplan, H., Tarjan, R.E.: Purely functional representations of catenable sorted lists. In: Proceedings of the 28th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 202–211. ACM, New York (1996)
	19. Kaplan, H. Nira Shafrir, Robert Endre Tarjan: Meldable heaps and boolean union-find. STOC 2002: 573-582
	20. Eugene W. Myers. An applicative random-access stack. Information Processing Letters, 17(5):241–248, December 1983. (pp. 76, 82, 84)
	21. Okasaki, C. Purely Functional Data Structures /Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy. CMU-CS-96-177, September 1996
	22. Vuillemin J. A unifying look at data structures // Communications of the ACM. 1980. 23. P. 229–239.

	Overview of binomial pyramids based on different number systems

