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Об асимптотическом приближении статистики,
построенной по выборке объема отрицательно

биномиального распределения
Р.В. Пирогов

Аннотация—В работе доказана теорема о предельном
распределении отрицательно биномиальных случайных
сумм. Продемонстрированы результаты моделирования от-
рицательно биномиальных случайных сумм с помощью
языка программирования R.
Как известно, в классических задачах математической

статистики объем выборки является известным парамет-
ром. В таких задачах обычно статистика случайных сумм
сходится к распределению Гаусса. Дополнительно можно
утверждать, что математические ожидания независимых
случайных слагаемых не влияют на структурные осо-
бенности самого предельного распределения, не считая
математического ожидания предельного распределения. В
случае случайных сумм, где объем выборки также является
статистикой, предельное распределение случайных сумм со
слагаемыми с нулевым математическим ожиданием от пре-
дельного распределения случайных сумм со слагаемыми с
ненулевым математическим ожиданием может отличаться.
Сформулированная теорема показывает, что в случае, если
накопление слагаемых в случайных суммах имеет характер
отрицательного биномиального распределения, то структу-
ра предельного распределения зависит от симметричности
случайных слагаемых.
Для оценки скорости сходимости доказана Лемма, что

отрицательно биномиальные случайные суммы являют-
ся смешанными пуассоновскими случайными суммами
со смешивающим гамма распределением. Поэтому точ-
ность асимптотических моделей отрицательно биномиаль-
ных случайных сумм можно оценивать по оценкам скоро-
сти сходимости смешанных пуассоновских сумм.
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I. В

В классических задачах математической статистики
объем выборки считается известным параметром. На
практике же объем выборки чаще всего также неизве-
стен и является случайной величиной. Обычно задачи с
подобной особенностью могут предоставить исследова-
телю временной интервал, в течение которого с опре-
деленной вероятностью происходят случайные события,
то есть статистические данные накапливаются в течение
фиксированного промежутка времени. Примеры выбо-
рок со случайным количеством исходов проявляются в
страховании, когда страховые случаи случайным образом
накапливаются за фиксированный страховой период, и
их число варьируется от периода к периоду. Данная осо-
бенность может быть справедлива и к другим областям,
таким как медицина, где число пациентов варьируется от

года к году, технике, где фиксируется количество отка-
зов, и прочим сферам, где вместо детерминированного
объема дан промежуток времени, в течение которого
фиксируется наступления случайных событий. Таким об-
разом, число наблюдений перестает быть параметром и
становится наблюдением, то есть статистикой. В силу
указанных обстоятельств вполне естественным стано-
вится изучение асимптотического поведения статистик
достаточно общего вида, основанных на выборках слу-
чайного объёма.
Примером использования количества наблюдений в

качестве статистики является работа Б.В. Гнеденко [1],
в которой рассматриваются асимптотические свойства
распределений выборочных квантилей, построенных по
выборкам случайного объема и показано, что при за-
мене неслучайного объема выборки случайной величи-
ной асимптотические свойства статистик могут быть
радикально разными. К примеру, если объем выборки
является геометрически распределенной случайной вели-
чиной, то вместо ожидаемого, в соответствии с классиче-
ской теорией нормального закона, в качестве асимптоти-
ческого распределения выборочной медианы возникает
распределение Стьюдента с двумя степенями свободы,
хвосты которого столь тяжелы, что у него отсутствуют
моменты больше второго порядка. «Тяжесть» хвостов
асимптотических распределений играет ключевую роль
в задачах проверки гипотез и расчета квантилей.
В данной работе получены предельные распределения

для сумм наблюдений со случайным объемом отрица-
тельно биномиального распределения. Далее будем на-
зывать такие суммы отрицательно биномиальными слу-
чайными суммами. Предельный закон для отрицательно
биномиальных случайных сумм отличается от класси-
ческих предельных законов. Предельное распределение
зависит от математического ожидания случайных слага-
емых и имеет тяжелые хвосты.

II. П

Для начала дадим определение случайным суммам и
напишем некоторые их свойства.

Определение 1. Пусть N,X1, X2, . . . – независимые
случайные величины на некотором вероятностном про-
странстве (Ω,A, P ), N принимает целые неотрицатель-
ные значения, что формально означает P(N ∈ N0) = 1.
Тогда случайная величина
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SN (ω) :=

N(ω)∑
i=1

Xi(ω), ω ∈ Ω (1)

где, по определению будем полагать
∑0

i=1(·) := 0,
называется случайной суммой.

Свойства случайных сумм:
1) Математическое ожидание и дисперсия случайной

суммы

E[SN ] = E[N ]E[X],

D[SN ] = E[N ]D[X] + D[N ](E[X])2,
(2)

если соответствующие моменты случайных вели-
чин N и X конечны.

2) Характеристическая функция случайной суммы

fSN
(t) := E[eitSN ] = ψ(f(z)), t ∈ R, (3)

где ψ(·) – производящая функция случайной вели-
чины N , f(·) – характеристическая функция слу-
чайной величины X .

Предельное распределение отрицательно биномиаль-
ных случайных сумм с нулевым математическим ожи-
данием у слагаемых отличается от предельного распре-
деления отрицательно биномиальных случайных сумм
с ненулевым математическим ожиданием у слагаемых.
Сформулируем следующую теорему и докажем её мето-
дом характеристических функций.

Теорема 1. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные случайные величины с E[X2] = 1, Nr,p ∼
NB(r, p) и Nr,p, X1, X2, . . . независимы на некотором
вероятностном пространстве (Ω,A, P ).
Если E[X1] = 0, то

S1 =
√
p

Nr,p∑
i=1

Xi ⇒ ξ1 + · · ·+ ξr, p→ 0, (4)

где ξi
r
i=1 – независимые одинаково распределенные

случайные величины, имеющие распределение Лапласа.
Если E[X1] ̸= 0, то

S2 =
p

E[X1]

Nr,p∑
i=1

Xi ⇒ Γ(r, 1)
d
= ξ1 + · · ·+ ξr, p→ 0, (5)

где ξi
r
i=1 – независимые одинаково распределенные

случайные величины, имеющие экспоненциальное распре-
деление Exp(1).

Доказательство. Если E[X1] = 0. Используя 3 получим
характеристическую функцию суммы S1:

fS1
(t) = ψNr,p

(fX1
(t
√
p)), (6)

где ψNr,p(·) – производящая функция случайной ве-
личины Nr,p, fX1(·) – характеристическая функция
случайной величины X1. Подставим производящую
функцию отрицательного биномиального распределения
ψNr,p

(z) =
(

p
1−(1−p)z

)r
в 6

fS1
(t) =

(
p

1− (1− p)fX1
(t
√
p)

)r

=

=

(
p

1− (1− p)E[eitX1
√
p]

)r (7)

Воспользуемся разложением Тейлора для асимптоти-
ческого разложения характеристической функции слу-
чайной величины X1 и получим

fS1(t) =

(
p

1− (1− p)E[eitX1
√
p]

)r

=

=

 p

1− (1− p)
(
1 + it

√
pE[X]− t2p E[X2]

2 + o(t3p3/2)
)
r

=

=

 p

1− (1− p)
(
1− t2p

2 + o(t3p3/2)
)
r

=

=

(
1

1 + (1− p) t
2

2 − o(t3p1/2)

)r
−→
p→ 0

−→
p→ 0

(
2

2 + t2

)r

= (fξ1(t))
r

где fξ1(t) – характеристическая функция распределе-
ния Лапласа. Первая часть теоремы доказана.
Если E[X1] ̸= 0. Используя 3 получим характеристиче-

скую функцию суммы S2 и произведем те же операции,
что и в доказательстве первой части теоремы

fS2
(t) = ψNr,p

(
fX1

(
t

p

E[X1]

))
=

=

 p

1− (1− p)fX1

(
t p
E[X1]

)
r

=

=

(
p

1− (1− p)E[eitX1
p

E[X1] ]

)r

=

=

 p

1− (1− p)
(
1 + itE[X p

E[X1]
]− o(t2p2)

)
r

=

=

(
p

1− (1− p) (1 + itp− o(t2p2))

)r

=

=

(
p

1− 1− itp+ p+ itp2 + o(t2p2)

)r

=(
1

1− it+ itp− o(t3p)

)r −→
p→ 0

−→
p→ 0

(
1

1− it

)r

= (fξ1(t))
r

где fξ1(t) – характеристическая функция экспоненци-
ального распределения. Вторая часть теоремы доказана.

Для моделирования отрицательно биномиальных слу-
чайных сумм, в качестве распределения объема возьмем
геометрическое распределение, то есть N ∼ Geom(p)

d
=

NB(1, p) с p = 1
n , где n = 106 и назовем такую

сумму геометрической случайной суммой. Смоделируем
оба случая из теоремы 1:

2



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 7, no.6, 2019

1) В качестве слагаемых с нулевым математическим
ожиданием возьмем ξ − 2, где ξ ∼ Bi(4, 0.5).
Частотная гистограмма (рисунок 1) и нормальный
qq-график (рисунок 2) указывают на симметричное
распределение с тяжелыми хвостами.

Рис. 1. Частотная диаграмма выборки геометрических
случайных сумм с нулевым математическим ожиданием

у слагаемых.

Рис. 2. Нормальный qq-график выборки геометрических
случайных сумм с нулевым математическим ожиданием

у слагаемых.

Вероятностная гистограмма выборки геометриче-
ских случайных сумм с нулевым математическим
ожиданием у слагаемых графически аппроксими-
руется распределением Лапласа (рисунок 3). На
диаграммах разброса (рисунок 4) у выборки пик
выражен сильнее, чем у распределения Лапласа.
По теореме 1 пик будет сглаживаться при p → 0.
Дополнительно можно сделать вывод, что в районе
высоких квантилей аппроксимация по распределе-
нию Лапласа даст оценки сверху, что с практиче-
ской точки зрения важнее.

2) В качестве слагаемых с ненулевым математическим
ожиданием возьмем ξ − 1, где ξ ∼ Bi(4, 0.5).
Частотная гистограмма (рисунок 5) и нормальный
qq-график (рисунок 6) показывают ассиметрию и
тяжесть единственного хвоста.
Вероятностная гистограмма выборки геометриче-
ских случайных сумм с ненулевым математиче-

Рис. 3. Вероятностная гистограмма выборки
геометрических случайных сумм с нулевым

математическим ожиданием у слагаемых, с плотностью
распределения Лапласа.

Рис. 4. Диаграммы разброса выборки геометрических
случайных сумм с нулевым математическим ожиданием

у слагаемых и выборки распределения Лапласа.

Рис. 5. Частотная диаграмма выборки геометрических
случайных сумм с ненулевым математическим

ожиданием у слагаемых.

ским ожиданием у слагаемых графически аппрок-
симируется плотностью от распределения Exp(1)
(рисунок 7). Диаграммы разброса (рисунок 8) по-
казывают, что распределения имеют одинаковую
структуру.
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Рис. 6. Нормальный qq-график выборки геометрических
случайных сумм с ненулевым математическим

ожиданием у слагаемых.

Рис. 7. Вероятностная гистограмма выборки
геометрических случайных сумм, с ненулевым

математическим ожиданием у слагаемых, с плотностью
от распределения Exp(1).

Рис. 8. Диаграммы разброса выборки геометрических
случайных сумм с ненулевых математическим

ожиданием у слагаемых и выборки распределения
Exp(1).

III. О

Отрицательно биномиальные случайные суммы отно-
сятся к смешанным пуассоновским случайным суммам.

Смешанные пуассоновские случайные суммы охватыва-
ют целый класс случайных сумм, где закон накопления
случайных слагаемых может описываться различными
распределениями.

Определение 2. Пусть Λ – почти наверное положи-
тельная случайная величина с функцией распределения
G. Будем говорить, что целочисленная неотрицательная
случайная величина N имеет смешанное распределение
Пуассона со структурным (смешивающим) распределе-
нием Λ (или G) и писать N ∼MP (Λ), если

P (N = k) =
1

k!

∫ ∞

0

λke−λdG(λ), k = 0, 1, 2, . . . (8)

Если ввести случайную величину Nλ ∼ Pois(λ), неза-
висимую от Λ при каждом λ > 0, то можно записать
N

d
= NΛ

Определение 3. Если X1, X2, . . . одинаково распреде-
лены, N ∼ MP (Λ) и N,X1, X2, . . . независимы на
некотором вероятностном пространстве (Ω,A, P ), то
случайная величина

S(ω) := X1(ω) + · · ·+XN(ω)(ω), ω ∈ Ω, (9)

называется смешанной пуассоновской случайной сум-
мой, а её распределение – обощенным смешанным пуас-
соновским (compound mixed Poisson). Примем, что если
N = 0, то S = 0.

Пусть теперь Λ = Λt

п.н.
> 0 – случайная величина,

распределение которой зависит от параметра t > 0,
и случайная величина N(t) ∼ MP (Λt) такова, что
N(t), X1, X2, . . . независимы при каждом t > 0. Тогда
такую случайную сумму будем обозначать следующим
образом

S(t) := X1 + · · ·+XN(t). (10)

Для оценки смешанных пуассоновских случайных
сумм существуют аналоги неравенства Берри-Эссеена
[2]. К примеру для оценки скорости сходимости смешан-
ных пуассоновских случайных сумм с нулевым матема-
тическим ожиданием у слагаемых есть следующие две
теоремы, взятые из [3]:

Теорема 2. Пусть X1, X2, ... – одинаково распределен-
ные случайные величины. Предположим, что E[X] = 0,
E[X2] = 1 и Λt

P→ ∞ при t→ ∞. Тогда для положитель-
ной неограниченно возрастающей функции d(t) имеет
место слабая сходимость

S(t)√
d(t)

⇒ Y

к некоторой случайной величине Y, тогда и только
тогда, когда найдется такая случайная величина Λ, что
при той же функции d(t)

Λt

d(t)
⇒ Λ и Y d

= Z
√
Λ, (11)

где Z ∼ N(0, 1).

Теорема 3. Пусть E[X] = 0, E[X2] = 1, E[ | X | 2+δ] <
∞ для некоторого δ ∈ (0, 1], случайные величины Z ∼
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N(0, 1), Λ
п.н.
> 0, Λt – независимы при каждом t > 0,

и d(t) – положительная функция, определенная для всех
t > 0. Положим

△t := ρ

(
S(t)√
d(t)

, Z
√
Λ

)
,

δt := ρ

(
Z

√
Λt

d(t)
, Z

√
Λ

)
, t > 0.

В частности для одинаково распределенных слагаемых

δt ⩽
1

2
ρ

(
Λt

d(t)
,Λ

)
, t > 0.

Тогда для всех t > 0

△t ⩽M(δ)E[ | X | 2+δ]E[Λ− δ
2

t ] + δt, (12)

где M(δ) – константа, которая минимизируется по
δ.

С константами в неравенстве Берри-Эссеена можно
ознакомиться в [5].
С доказательством теоремы 3 можно ознакомиться в

[10].
Получается для того, чтобы оценить отрицательно

биномиальные случайные суммы, требуется найти сме-
шивающее распределение для объема. Сформулируем и
докажем следующую Лемму.

Лемма 1. Отрицательно биномиальная случайная сумма
с N ∼ NB

(
r, 1

θ+1

)
, ∀θ, r ∈ N – смешанная пуассонов-

ская случайная сумма со смешивающим гамма распреде-
лением Γ(r, θ) с плотностью f(x) = e−

x
θ

θr Γ(r)1(x ⩾ 0), где
Γ(r) – гамма-функция Эйлера.

Доказательство. Докажем Лемму подставив Γ(r, θ) в 8.

P(N = k) =
1

k!

∫ ∞

0

λke−λλr−1 e−
λ
θ

θrΓ(r)
=

=
1

θrk!Γ(r)

∫ ∞

0

λk+r−1e−λ(1+θ−1)dλ =

=
Γ(r + k)

k!Γ(r)

1

θr(1 + 1
θ )

r+k
=

= Ck
r+k−1

(
1

θ + 1

)r (
θ

θ + 1

)k

= NB

(
r,

1

θ + 1

)

IV. З
В работе была сформулирована и доказана теорема о

предельном распределении отрицательно биномиальных
случайных сумм. Была проанализирована выборка от-
рицательно биномиальных случайных сумм. Результаты
анализа не противоречат сформулированной теореме.
Была сформулирована и доказана Лемма о принад-

лежности отрицательно биномиальных случайных сумм
смешанным пуассоновским случайным суммам со сме-
шивающим гамма распределением. Был описан способ
оценки точности асимптотических моделей отрицательно
биномиальных случайных сумм.
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Asymptotic approximation of statistics based on
the sample of negative binomial distribution

Roman Pirogov

Abstract—The paper proves the theorem on the limit
distribution of negative binomial random sums. The results
of modeling negative binomial random sums using the R
programming language are demonstrated.
As is well-known, in classical problems of mathematical

statistics sample volume is a known parameter. In these
problems, the statistics of random sums usually converges
to the distribution of Gauss. Additionally, it can be stated
that mathematical expectations of independent random terms
do not affect the structural features of the limit distribution
itself, except mathematical expectations of the limit distribution.
In case of random sums, where the sample volume is also
a statistic, the limit distribution of random sums with the
sums of terms with zero mathematical expectation from the
limit distribution of random sums with the sums of terms
with non-zero mathematical expectation may be different. The
formulated theorem shows that if the accumulation of terms
in random sums has the character of a negative binomial
distribution, the structure of the limit distribution depends on
the symmetry of the random terms.
To estimate the convergence rate, Lemma proved that

negative binomial random sums are mixed Poisson random
sums with a mixing gamma distribution. Therefore, accuracy
of asymptotic models of negative binomial random sums can be
estimated by estimating the convergence rate of mixed Poisson
sums.

Keywords—Mixed poisson random sum; negative binomial
random sum; geometric random sum; distribution function;
random volume sampling; Laplace distribution; gamma
distribution; exponential distribution.
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