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Ciabast nupamMua

B.K. I'ynakos, K.B. I'ynakos

Cratbsi  mocBsileHA  OJHOH M3  pa3sHOBHAHOCTEH
NUPAMUAAJIBHBIX CTPYKTYP [aHHBIX, MCHOJIB3YyeMbIX IpU
pellleHUH Pa3jJHYHbIX 3a/1a4, c1aboii nupamuge. PaccMoTpeHnsl
HEKOTOpble  3aJauM, Trae cjaadple nupaMuabl  0oJiee
3¢ dexTuBHbl. KpaTkoe cpaBHeHHe eé U e€ pa3sHOBMIHOCTEll ¢
HauOoJiee NOMYJIAPHBIMH NHPAMHMIAILHBIMU CTPYKTYpaMu
NMOKa3bIBAeT BO3MOKHOCTh BBINOJHEHUs] OCHOBHBIX oOnepanuii
HaJ AaHHBIMH ¢ MUHMMAJILHOM CJI0KHOCTBIO. B cTaThe naércs
Nnoapo0HOe OMHCAHHME CTPYKTYpPhI €1a00ii mUpamMuabl B BUAE
MaccuBa M B BHJAe  CBfA3HOH cTpykTypbl. IIpenmourenue
oTAaéTesi B CHJIy HArJSIAHOCTH  CBSI3HOHM  CTPYKTYpe.
I[IpuBoasiTcsi mMpuMepbl BBLINOJHEHHS PA3JIMYHBIX ONepanui
HaJ paccMaTpUBaeMOil CTPYKTYPOil ¢ MOMOLIbIO PUCYHKOB, U
HaéTcs OLEHKA CI0KHOCTH MX BbiNoJHeHMs. [lis yBenyeHus
3()eKTHBHOCTH onepanuii BCTABKH paccMaTPUBaeTCs MOIXO0/
¢ ucnoab3oBanueM Oydepos. PaccmaTpuBaercesi cBsi3b cjiadoi
NMPaMHUAbI c OMHOMMHAJILHOI NHUPAMUIOH. 3nech
HCMOJb3yeTcsl NMOHSITHE HaealbHOll cjaadoii nupamuabl. B
cTaTbe HAMEYEHbI NMYTH JKCIEPHUMEHTAJILHOIO HCCJICA0BAHMA
¢J1a00ii muUpaMuIbl B Pa3JMYHbIX CUTYAllUSIX M MPAKTHYECKHX
3ajavyax.

Knwuesvie cnosa: nupamuaajibHble CTPYKTYPbI JAaHHBIX,
ciadass  NUpaMuAa, OMUCAHME  CTPYKTYPbl, OCHOBHbIE
onepanuu, OrpaHH4YeHHs1, CI0KHOCTh AITOPUTMA.

1. BBEJIEHUE

CymiecTBYIOT HEKOTOpBIE TEHACHIHMH B CTPYKTypax
JIaHHBIX, HCIHOJb30BAHUE KOTOPBIX IO3BOJIAET IOBBICUTH
3¢ PeKTUBHOCTH onepannii HaJ HUMH. K TakuM TeHaeHnusImM
MOXXHO OTHECTH YIIpOIeHHe TpeOOBaHUH K HACAIBHBIM
cTpyktypaM. Hampumep, s OWHAapHOM  HHpaMuabl
ociabneHne TpeOOBaHUs YMOPSIOYEHHOCTH IPUBOIUT K

MOJYYHOPSJOYEHHOH CTPYKType, Ha3bIBaeMOil ciaboii
NIUPaMUIOH.
Crpykrypa ciiaboii nHpaMHIbl BIEPBbIC ObUIa

npeiokKeHa B TeXHHYeckoM Joknazge Ilerepcona [11].
Jarron [2] peanu3oBay JaHHYIO CTPYKTYpy W MoOKaszan eé
MPAaKTUYECKYI0 3HAYMMOCTh TP HCIIONB30BAHUM IS
COPTHPOBKH.

Cnabass mHpaMHIanbHas COPTHPOBKA HCIOIB3YeT
MEHBIIIE  CpPaBHCHHH, YeM  OONBIIMHCTBO  APYTHX
aNTOPUTMOB, ONM3KHX K TEOPETHYECKOMY HIDKHEMY
mpeneny, Mo3TOMY OCOOCHHO TIOJIe3HA, KOTJa CpaBHEHHE
SIBJISIETCSL  IOPOTOCTOSAINMM, HAlpUMep, TP CPaBHEHHH
CTPOK C HCIIONIb30BaHHEM aJIrOPHTMAa COPTHUPOBKM Ha 0aze
koxuposku Unicode.

B nmomonmHeHWe K COPTUPOBKE claOble MUPAMMUIBI
MOTYT UCIIOJIB30BAThCS B CIICAYIONINX MPIIIOKCHISX:

1. Tloctpoenme cmaboii mnupaMuABl M TOUCK
HAaNMECHBIIIETO OJJIEMEHTAa Yy JICBOTO IIOTOMKAa IIPaBOTO
moJiiepeBa KOPHS, HaXOJUTCS 3a ONTHUMAalbHOE BpEeMs Kak
HAauMEHBIIMM, TaKk M BTOPOM HAaWMEHBUIMI 3JEMEHT,
ucrions3ys N+ logn |-2 cpaBHenmii s1eMeHTOB.

2. TloctpouB cnalylo THpamMuxy ¥ HaWas
MaKCHMAaJIbHBIH 3JIEMEHT CPE/IN JINCTHEB (a €CIIM N HEYETHO,
y3€J, KOTOphIH MMEeT OJHOI0 MOTOMKa), MBIl HaXOJUM 3a
ONTHMAJIbHOE BPEMsI KaK CaMblii MaJIGHbKHMH, TaK U CaMblil
OOJIBIION 3JIEMEHTHI, HCIOJIB3YS n+ n/2] -2 CpaBHEHHH
9JIEMEHTOB.

Tabmuua 1. CpaBHeHHe pa3iIMUHBIX NMUpaMu] (JUIMHA KO JUIs pa3iuyHbIX MUpamui, u3 oubdnuorexu CPH

STL [4] npencraBieHa MprOIN3UTEIBHO).

JmuHa Coznanne Bcraska VY nanenue
[HUPAMU I KOJIa MHHHMYMa

(LOC)
Bunapuas nupamuna (Binary heap) [16] 205 2n [lgn] 2lgn]
Bunapnas nupamuia Ha Gase maccusa (array-based binary | 205
heap) [16] 2n lgnl 2Algn]l
CaGas upamua weak heap [3] 565 n-1 [lgn] [lgn]
Crnabas nupamuza Ha Gase MmaccuBa (array-based weak | 214 n-1 Mg n] Mg n]
heap) [3]
Bunomuansnas nupamuaa (Binominal heap) [10] 317 n-1 2 2lgn+0(1)
IToTtokoBO - penakcanuoHHas cinabas mupamuaa (Run- | 1 021 )
relaxed weak heap) [4] n-1 3 2lgn+0(1)
PanroBo - penakcanuoHHas cinabas nupamuga (Rank- | 883 n-1 1 Mgnl
Relaxed Weak heap) [7] gn
IMupamuga Gudonauun (Fibonacci heap) [10] 296 n-1 1 [lgn]
Tapuas nupamuaa (pairing heap) [11] 204 n-1 1 [lgn]
2-3 mupamuza (2-3 heap) [15] 546 n-1 1 [lgn]
IMupamuga ¢ Hapymwenusmu (violation heap) [9] 459 n-1 1 [lgn]
Jpoxamas nupamuia (Quake Heaps) [1] 383 n-1 1 [gn]l
[04;][1-106yq)epHa}1 cnabas upamuaa (One-buffer weak heap) n-1 o(lgn) lgn+1

6

JIByOydepnas cnabas nupamuaa (Two-buffer -l o) Ign+0(1)
weak heap) [6]
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Tabnuna 2. [Ipeacrasnenue caaboi nupamMuibl B GopMe TBYX MACCHBOB

7 8 9 10 |11 |12 |13 |14

a |1 4 6 2 7 5 3

8 15 |11 |10 |13 |14 |9 12

ri 0 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

3. Hcmomp3ys cnabyio mHUpamMuay, MBI MOXEM
HEMHOTO yJIy4IIUTh OTPaHHYEHHS] MHOTOITYTE€BOTO CIIVSHUS
n onementoB g0 orpanmdenns N logk +k-1, xotopoe
JOCTHI'aeTCsl TPH HCHOJIB30BAaHWM TYPHHUPHBIX JEPEBBEB.
DTO MOXKHO CHAENaTh 3a He Oonee n|—Iogk—|+0,086k -1
CpaBHEHUI 311eMeHTOB [4].

B paborax [3,5,6] crmabas mupamMuma moayddia
pasBuTHe. V3BeCTHBI HECKOJBKO PAa3HOBHIHOCTEH CIabOBIX
MHPAMHET;

1) Cnabas nupamuzia, KoTopas SIBISICTCS OMHApHBIM
JIEPEBOM, IIOJHOCTBIO MOLYYNOPSAA0YEHHON TMPaMUJION;

2) Cnabas ouepeab, KOTOpas SBISIETCS JIECOM
UJIeaJbHBIX CTa0bIX MUPAMHU;

3) PemakcanuoHHas ciabas odepenb, KOTOpas
paciipsier ciabble Odepeny, MO3BOJLIIOIAs HEKOTOPBIM
y37laM  YHOPSAAOYMBATH TONYHNHPAaMHABl C HapyLICHHEM
OCHOBHOI'O  CBOWMcTBa  mmpamupabel.  VmeroTcs — 1Be
Pa3HOBHUIHOCTH:

-MOTOKOBO-peNlaKkcannonHas cnabas ouepeapr (Run-
Relaxed Weak Queue)

-paHroBo-penakcanuonnas crnabas ouepenp (Rank-
Relaxed Weak Queue)

4) Mupamuspl, UCTOB3YIOIIUE Oydep:

- onHOOYdepHas cinabas mupamuza (One-buffer weak
heap);

- nByOydepHas crnabas mupamuma (Two-buffer weak
heap).

CpaBHeHue c1aboit mupaMuIbl U €€ Pa3HOBUIHOCTEH
¢ HamOolee MOMYJSPHBIMHA NUPAMHUIAMH, TPHBEICHHOE B
tabnuie 1, MO3BOMSET CKa3aTh, YTO TEOPETHUCCKUE OLCHKH

OCHOBHBIX  Oflepaluii Hax  crabbIMH  MHPaMHIAMH,
spdexkTuBHee, YeM Haj OWHAPHBIMU  NUPAMHJAMU.
JaneHeiimee pa3BuTHEe CTPYKTYp Ha 0Oase cnaboi

MUPaMUbl IO3BOJISIET BBIIOIHATH HEKOTOPHIE ONEpaluy He
XyXe, YeM HauOojee NPOJBHHYTbIE Pa3HOBUIHOCTH
OMHOMUANBHBIX, (UOOHAYYHEBHIX, MApHBIX W APYTUX
nupamMua. Hampumep, paHroBo-pelakcalMOHHBIC cIa0ble
MUPaMUAbl BBITOJTHAIOT MEHBIIEE YHCIO CPAaBHEHUH, YeM
¢uboHayureBsl mTHpamMunel. Ho OHH cloxHee (MMEIOT
0OJBIIYIO JUTMHY KOJA).

OKcnepyMeHTaIbHbIE Pe3yJbTaThl YKa3bIBalOT 4TO
cnadble TUPaMu/Ibl JOCTaTOYHO S(P(PEKTUBHBI HA MPAKTHKE.
Onu KOHKYPHUPYIOT c JIpYTrUMHU CTPYKTYpaMu
MPUOPUTETHBIX OYepelel MpH PAaCCMOTPEHHH KOJIMYECTBA
BBINIOJIHEHHBIX ~CPAaBHEHUI JJIEMEHTOB, M TEPSIOT C
HEOOJIBIIUM OTPHIBOM TIPH PACCMOTPEHHH (PAKTHUECKOTO
BpPEMEHHU pabOTHI.

1. CTPYKTYPA CJIABOV [TUPAMU/JIbI U OCHOBHBIE OIEPALIN HAJT
HEI
Cnabas mupamMuzia sBISICTCS OMHAPHBIM JICPEBOM H
MOJTy4aeTCsl yMEHBIICHUEM TpPeOOBaHUN K OuHApHOI
nupamuie. Eif 1o0cTaTOYHO CAeAyIOUIUX TPEX YCIOBHIA:

1. KopHeBoe 3HadyeHHE JIIOOOTO TOIJIEPEBa MEHBINE HITH
PaBHO BCEM 3JIEMEHTAaM B €ro MpaBoOi BETBU (OCHOBHOE
CBOMCTBO MUPAMUJIBI);

2. Y KXopHSI BCceil CTPYKTYpHl HET JI€BOTO IIOTOMKa
(omTuMaNbHOE KOpPHEBOE CBOWCTBO). MHorma Takoe
JIEPEBO HA3BIBAIOT MOJIYYIOPSIOYCHHBIM JIEPEBOM (CM.,
nanpumep [13]);

3. JIucToBRIE Y3MBI HAxXOIATCA Ha TIIOCIEOHHUX JIBYX
ypoBHsX (cBo¥cTBO Oananca). OJHAKO, MOCEIHUMA

YPOBEHB HE 00513aTeJIbHO 3aMoJIHsIeTCS ClIeBa Harpasno.

Kaxnpiii y3enm B cimaboil mapamuie MOXKHO CUHTAThH
KOpHEM MeHbIIeH caboil mupaMupl, HITHOPHPYS €€ JIEBOTO
MOTOMKA. Y37bl, HE WMCIOIME JIEBOTO  IIOTOMKA,
aBTOMAaTHYECKH O3HAYAIOT clabyro mupamuny (puc. 1).
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Puc. 2. [Ipumepsbl craObIX MUpPaMuI.

H WCIONMB3yeTCsl TOHATHE WACabHON c1aboi IHMpaMuIbI
(perfect weak heap), y kotopoii mpaBoe moaepeBo KOpHS
€CTh MOJTHOE OMHApHOE epeBo (puc. 2a).

Crnabas mupamuia, Kak ¥ OMHaApHOE JEPEBO, MOXKET
OBITH MpENCTaBIICHA B IBHOH (B BUAE JepeBa — puc. 1) wiu B
HEesIBHOH (B BHIE MaccuBa — Tabnuima 2) ¢popme.

Y cnabod nupamMuabl B HesiBHOH Qopme ecTbh
JIOTIIOJIHUTEIbHBIA MAacCUB, KOTOPBIM MCHONB3YEeT Tak
HasbpIBaeMble 0OpatHble OUTHI T, | € (0 mo n-1). Uunekc
JIEBOTO IIOTOMKa pacrosaraercss B 2i+rj, MHIEKC NPaBOTrO
MoTOMKa Haxomautrcs B 2itl-r,. C »3ToOH UENblo0 Tj
HHTEpIpeTHpyercss  kak  menoe uucio B {0,1},
nHUNHaIm3upyeMoe co 3HadeHueM 0. Mcmomp3yst TOT Qakr,
YTO WHICKCHl [BYX IOTOMKOB &; OOMCHMBAIOTCSA IIpH
[EePEeBOPAYNBAHKUH Ti, MOIAEPEBbSI MOTYT OBITh 3aMEHCHBI
YCTaHOBKOW Ij «— l-Ij, CyIIECTBEHHOE CBOWMCTBO, YTOOBI
peanu3aiys CIUSHAS ABYX CJIAOBIX MHUPaMUJl HPOUCXOIMIIA
32 TIOCTOSIHHOE BPEMSL.

OKBHBAJICHTHOE OMHAPHOE JIEPEeBO ITOKa3aHO Ha PHC.
20.

[Iupamu
na
JIOJDKHA
OBITH
TOJIHOCT
BIO
JIMHAMUA
YECKO,
oba 3T
MaccHBa
JIOJKHEI
OBITH
A3MEHsIe
MBIMU.
B
BICOTA
ciraboit
UpaMu

Puc. 4. naekcsl MaccuBa y3JioB
3aIUCHIBAIOTCS B BEPXHEM JICBOM YTy y3I1a.
V3en ¢ ximrouom 2 seisercs GParent y3110B ¢

Kimrouamu 4, 5, 13.

JIbl, COAEPIKALLEH N 3JIEMEHTOB, paBHa |—Iogn—|+1.

Jnst  BBIMOJHEHMS — ONepauuid  Hag  clabbIMU
mupamugaMu Tpebyrotcs aBe mpoueaypst GParent (i) u
Swap (i; j). Pacmorpum wux mompobueid. Omnpemenum
GParent(i) xax Gparent(i)=gparent(parent(i)) B ciy4ae, eciu
i sBisiercst meBbiM motomMkoMm, u Gparent(i)=parent(i) ecmu i
SBIISIETCS. TIPaBbIM TMOTOMKOM. B cmaboit mmpamwuse,
Gparent(i) oTHOCHTCA K HHIEKCY CaMoro rIiyGOKOro
9NIEMEHTa, KOTOPBIA, KaK M3BECTHO, MCHBIIC WM PaBeH
aneMeHTy B i. Puc. 3 mpencrapiseT BH3yalbHYHO CBS3b C
GParent. Ha puc. 4 npuBezieH npumep.

Bce y3mel nomkHbBl ObITH OoOnbIe ux GParent. Mer
taoke onpenensieM GChildren(i), koTopslii Bo3Bpamaer Bce
DIIEMEHTHI, Y KOTOPBIX TIpenok GParent(i).

Ucxonnas peanuzanus ciraboit MIUPaMUIbI
UCTIONb3YeT NPEICTaBICHHE MaccuBa. llockombky crabast
IpaMuaa IOCTPOCHA BHAYalIe, MBI MOXKEM Y3HATh €CTh JIH
y3€J1 B JIEBOM WM IPAaBOM MOJAEPEBE NPOCTON IMPOBEPKOIA,
€CJM MHJEKC y3Jla YeTHBIH MM HedeTHbIM. Bo3Bpammaem
POIMTENBCKUN y3el, Ha3Hauas i = Li /2] 310 monesno ¢
TOYKH 3pCHUA BpeMeHHOﬁ CJIO)KHOCTH, IMOTOMY 4YTO MBI
MOXKEM IPOCTO HMCHOJIB30BaTh MPAaBUJIO CABUTA 6I/ITa J0 TEX
nop, MNoKa caMblii mpaBblii OuUT He Oyner paseH 1.
CrnenoBarenbHO, CI0XKHOCTh BbrumcieHuss GParent moxer
obiTh O(1) Ha COBpPEMEHHBIX IpoIleccopax U He TpeOdyer
Kakux-JIM00 cpaBHEHUH y3i10B. OmnpepenuM Takxke MyTh

MUHAMAIbHBIX JJIEMEHTOB. JTO MyTh, COCTOSIIHNA H3
anementoB GChildren(root).
Omnpenenum BCIIOMOTaTENILHYIO ¢byHKIHIO,

Ha3eiBaeMyr Swap(i,j). Ota (QyHKOHS MEHAET MeCTaMu
3IEMEHTHl & U @j, €CU & > @j , MEHsAeT jeBoe / MpaBoe
nojyiepeBo i U usMensiercs I Eciu @ < @), 970 dyHKIMA

Puc. 5. Unmoctpanus pabotsl npoueaypsl SWAP: a) HCX01HOE€ MHOKECTBO;
0) pe3yibTUpYIOLIas ciabast mupamMuaa
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HU4yero He nenaer. 11o3ToMy NOpPSIOK 3JIEMEHTOB 1 H j
BaxeH!

Ha puc. 5a npencraBiaeHO HMCXOJHOE MHOMKECTBO
KIIOYeH Ui HArisIIHOCTH B BHAE  JepeBa U
pesympThpytomas cnabas mmpamupa (puc. 56). s eé
MOJTYYEHHs TEPBBIM IIaroM BOCCTAHABIMBAEM OCHOBHOE
CBOMCTBO C1a0OW MHpaMHIBI, T.€. MEHSIEM MECTaMHu Y3Ibl 4
19 uy3mbl 3 u7,a3areM MeHsEM y y3710B 4 u 3 npaBble U
JIeBbIE TOJIEPEBbS C TOMOLIBIO IPOLEAYphl  SwWap.
Cnenyromum 1maroM BeruucisieM GParent mis Bcex y3ioB ¢
nposepkoit ycnosust GParent(i)<a;. B Hamem mpumepe y3en
4 mensiercs ¢ y3aoM 0, y3en 3 meHseTcs ¢ y3iaoMm | myTtém
BCIUIBITHS.

1. OIEPAIMS TOMCKA MUHUMAJIBHOI'O JIEMEHTA B CJIABOI
MMPAMUJIE
Omnepauust FIND-MIN npocto Bo3Bpamaer sieMeHT
KOpHs ciabod mnwmpamuusl. OJta omepauus Ttpedyer 0
CpaBHEHMIA.

V. OIEPALIMS CJIMSIHUSA JIBYX CJIABBIX [TUPAMU/L.

dynnameHTabHasM orepanys Ha cy1abbIX
NUPaMUIAX CIAMSHUE ABYX MHUPAaMHJ OAWHAKOBOW BBICOTHI
(WM BBICOTHI OTJIMYAIOICHCS Ha eIWHUILY), YTOOBI ClIeNaTh
cnabyro mupamuay BeicoToit h + 1. Jlms sToro Tpebyercs
POBHO OIHO CpaBHEHHME MEXAYy KOpHsAMHU. Kakoil KopeHb
MEHbIIE (IIPH YCIOBMM MHMHHMAIBHONH NHPaMHIBI) TOT H
SBISIETCSI OKOHYATENBHBIM KOpHeM. Ero mpaBbiii motomox
SBISIETCSI KOPHEM BTOPOTO JEpEBa, KOTOPBIH COXpaHsET
CBOMX TOTOMKOB (IIpaBoe mozzaepeBo). Jleroe momaepeBo
COCTOMT W3 IIOTOMKOB KOpHS THepBoro mojnepera (c
MEeHBIIUM KOopHeM). Ha puc.6 mpencraBieH mnpumep
CIIMAHUA IBYX CIIa0BIX nmupamMua.

V. OIEPALIMS BCTABKU DJIEMEHTA B CJIABYIO ITUPAMUJLY.

Omnepanust INSERT no6aBnsieT 3neMeHT 1 B ciabyro
nUpaMuay Kak HOBbIA JIMCT. EcCiiM 3TOT JHMCT sBisIeTCS
€IMHCTBEHHBIM TIOTOMKOM €ro POJIMTENs, Mbl JeJlaeM ero
JIEBBIM TTOTOMKOM, OOHOBIISII OOpaTHBIN OWT y pOIUTENS,
(3TO DKOHOMHT OJHO HEHY)KHOE CPaBHCHHE DJICMEHTA) H
pexypcuBHO BbI3bIBaeM Swap (GParent (i); i) mo Tex mop,
moka GParent < a;. UToObl BOCCTaHOBUTH YIOPSIOYCHUE
C1aboi THUpPAMUJBI, MBI BBI3BIBAEM MPOIEIYPY BCIUIBITHS
sift-up, HauuHas ¢ MONTOKEHHUS ;.

Ipouenypa  sSift-up  mnst  cmaboit  mupaMujel
npen
Ha3H
aveH @
a st
BOCC + @

TAaHO
BJICH
X
us
NN

Puc 7. Cnabast mupamMuia mocjie BCTABKHU 3JIEMEHTa C
KJIIOYOM 2

OCHOBHOI'O CBOWCTBAa B IIPaBOM BETBU IHUPAMUIbI IIyTEM
0o0MeHa BCTABJIAEMOT0 DJIEMEHTA C €r0 POAUTENIEM B ClIydyae
HEOOXOAUMOCTH.

BpemeHHast CIIOKHOCTh 3aBUCHUT OT pealu3alu |
€IVHULBl H3MepeHus. Ecay Hcmomp3yercs peanus3alus
MaccuBa W TOACYHUTHIBAECTCS KOJIUYECTBO CpPAaBHEHHH
JJIEMEHTOB, TO TpebyeTcst oT 1 (HOBBIH 3JIEMEHT - caMbIil
JEeBBIH y3ed B ciaboil mupamuzme) mo MakcumyM logn -1
CpaBHEHHUH (HOBBIH 3JEMEHT SABISETCS CaMbIM MAaJICHBKHM,
BCTaBJICHHBIM B CaMBbIi IIPaBBIN y3ei c1aboil MupaMubl).

Ha puc.7 mpezacraBiena cnabas nmupaMuaa Iocie
oTepaliy BCTaBKH KIIF0Ua «2%.

JIist BCTaBKM 3aJaHHOTO KJ09a K MBI HaudHAeM C
MIOCTIETHETO HEHCIIOIBF30BAaHHOTO HH/EKCa X B MaccuBe A U
nomernaeM K B A[X]. 3ateM MBI mOAHMMaeMcs BBEpX IO
Gparent no Tex mop, Moka CBOHCTBO €i1aboil MupamMuIpl He
Oynet ynosierBopeHo. B cpexnem, jumHa mytn Gparent ot
JIUCTOBOTO y3J1a 0 KOPHsI COCTaBIIIE€T IPUMEPHO MOJOBHHY
IIIyOUHBI lepeBa.

VL. OIIEPALIUSA [IOCTPOEHUS CIIABOU ITMPAMU/IBI.

Parent(a;), i # 0, sBiIsIETCS pOAUTENIEM DIIEMEHTA &,
€CIIK @; ABJIETCA NpaBbiM noTomMkoM u GParent(a;), eciu a;
- JI€BbIIl TOTOMOK.

Mebr  ucnomedyem mpoueaypy GParent(i) s
0003HaUeHHs] MHJEKCA Takoro Ipejka. B ynopsnoueHHOI
cnaboil mupamuje HA OJUH 3JEMEHT He OylneT MeHbIIe
anemenTa y ero GParent. CrienoBarenbHO, Ul TOCTPOCHUS
mupamuael - Tpedyercss O(N) BpeMeHH B Xy/ILIEM clydae,
boxee Toro, N- 1 cpaBHEHMI >NMEMEHTOB M He Ooiee N - 1
JJIEMEHTapPHBIX OOMEHOB.

ocTtpoenue cimaboit IUpaMUIbL MOXHO
OCYIIECTBIIAITE IBYMs criocobamu. [lepsrrit crmocod (puc. 8a)
COCTOHT B 3allOJIHGHHH CTPYKTYPBHI CIa00OW HMHpaMHIBI 110
YPOBHSIM, a 3aTEM BOCCTaHOBJICHUE €& OCHOBHBIX CBOWCTB.

Bropoit cmoco6 (puc. 80) - moctpoeHHe ciaboii
MUpaMUAbl TyTEM BCTABKH.

Jlist mpuMepa BO3bMEM IOCIIeIOBATEIbHOCTh YUCEI:
5,12,6,14,3,8,1, 17

Omnepaiusi ygajneHusi MUHUMAJIBHOTO JJIEMEHTa W3
cmaboit mmpamuael. Omeparmst DELETE-Min  paGotaer
CIIEIYIOIIIM 00pa3zoM:

1. VYpansercs KOpHEBOW SJIEMEHT (MHHHUMAJBHBIN
9NIEMEHT) M 3aMCEHSETCS (DUKTHBHBIM OJIEMEHTOM CO
3HAUYEHHEM 00,

@
19
©.

(12
oo

STHUS IBYX CJIAOBIX MTUPaMUJ
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2. BrsbiBaercs Swap (; X), rie X - BTOPOM IIO
BEJINYMHE AJIEMEHT B cllaboi mupamue,

3. [ponomxkaercs UCIIOJIb30BaHHE JIEBBIX
MOAZEPEBbEB (X = 2X) U PEKYPCHUBHO BBI3bIBaeTCS SWap (o;
i) moka He OyAET AOCTUTHYT JIKCT,

4. Y pansiercst 2JIeMEHT o0

[Tpu pexypcuBHOM BbI3OBE (pyHKIMH Swap Ha 3-M
mare Mel HAKOTIA HE IOJDKHBI 3a0bIBaTE OOMEHSTH JIEBOE /
mpaBoe  MOOAEPEeBO. OJTO  00ECIeYMBacT  CBOHCTBO
YHOPSIIOYSHHOCTH CIIA00H MUpaMHIHL.

Omneparst DELETE-Min tpe6yer Bpems ot | logn |
(logn Tpebyercst st HAXOXKACHHST HAMMEHBIIETO AJIEMEHTA
Ha MyTH MUHUMAJIBHBIX 3JIeMeHTOB M (), eclu ClIeAyIomui
HaMEHBIIMHA  3JE€MEHT - TOCIeJHHH) [0 |—2logn—|
cpaBHeHm (logn Ans mMoWcKa HaMMEHBIIETO 3JEMEHTa Ha
MYyTH HaMMEHBUIMX DJIEMEHTOB M eule oauH logn, 4TOOBI
3allOJIHUTh BCE PEKYPCHUBHBIE HAapyLIEHHUs, [OKa MBI HeE
JIOCTHTJI TIOCJIEHET0 JJIEMEHTa Ha TYTH HAaUMEHBIINX
3JIEMEHTOB).

Takum oOpazom, yaaneHue
cnoxkrocts O(logn) u BittouaeT He Gosee [Nogn | CpaBHEHU I

2

6)

MUHUMYMa HMEECT

L

R O g —
Coee

Puc 9. Crrabas mupamMua mocie yaajaeHus dJeMeHTa ¢
MUHHMAaJIBHBIM KITFOYOM.

506 GO68

Puc. 8. Ioctpoenue caaboit mupamupl

anemeHtoB. Ha puc. 9 mnpuBeseH mnpumep ypajeHus

MHHUMAJIBHOI'O 3JIEMEHTA.

VIIL OIIEPALIMSL YMEHBLIEHWS 3JIEMEHTA B CJIABOV [TUPAMU/IE.
Onepanmst  DecreaseKey craptyer B y3i1e X,

BEIMYMHY KOTOPOTO HAJAO0 yMEHbIIUTh. B  Hauame

U3MEHACTCSI 3HA4Y€HUE 3aJaHHOrO DJJEMEHTA, a 3aTeM

BOCCTAHABJIMBAIOTCS OCHOBHBIC CBOICTBA NHPAMHUIBI B
ciydyae HEOOXOIMMOCTHM TakkKe Kak JTO JIENajoch B
MpeasIAyIuX onepanuax. B mpumepe Ha puc. 10 moka3aHO
YMEHBIIIEHUE 3JIeMEeHTa c KkmouoM § Ha kimod 4. [lanee
BOCCTAaHABJIMBAIOTCS OCHOBHBIE CBOMCTBA ciaboit
nupaMubl: mpoBepsiercst ycinosue GParent(a) < & u B
cilyyae HEOOXOAMMOCTH KJIIOYM MEHSIOTCS MecTaMH (B
HallleM CIy4ae MEHSIOTCS MecTaMu kitoud 4 u 6, a 3aTeM
MEHSIOTCSI MECTAMHU ITIOJJIEPEBBS y3J1a C KITIOUOM 4.

CnoxHOCTh BBITIONHEHUs omepanuu DecreaseKey
O(logn).

VIIL CJIABBIE IIMPAMU/IBI C UCTIOJIb30BAHUEM BY®EPOB.

CHOXHOCTh  ONEpalMid  BCTaBKH MOXKET  OBITH
YMEHbBIIIEHA /0 aMOPTHU3UpPyeMOW KOHCTaHThL. KiroueBas
uaes -  HCIONB30BaTh  Oydep,  MOAAEPKUBAIOIIMN
MOCTOSITHHOE ~ BpeMsl  BCTaBKH. bydep MoxkeT ObITh
peann30BaH KakK OTIEJIbHBIH MAacCUB M3MEHSEMOI0 pazmepa
WK KaK pacliupeHre MacCuBa 3JeMeHTOB a [4].

Kpome  TOro, coxpansercs  ykaszareidb  Ha
MUHHMAJIbHBIN 3JIeMeHT B Oy(depe. MakcuManbHBIN pa3mep

10
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Oydepa yCTaHOBICH paBHBIM |—Iog nl +2 raze n obuee
KOJIMYECTBO COXPaHEHHBIX 3eMeHTOB. HOBBIH aeMeHT
BCcTaBisietcst B Oydep, ecian ero pasmep paBeH HIKHEMY
MOPOTroBOMY 3Ha4YeHHUI0. Kak TONBKO MOpOroBoe 3Ha4YCHUE
JOCTUTHYTO, BCTaBKAa MAacCCHBAa  BBINOJHACTCS IIyTEM
MepeMeNIeHnsl BCeX DJJIeMEHTOB Oydepa B  ciabyio
nupamuy. s ornepauuy yaajneHHs MHHEMyMa MHHUMYM
Oytepa cpaBHUBaeTCsA C MUHUMYMOM CIIab0¥ MupaMumbl H,
COOTBETCTBEHHO, OIlepanysi BHIONHsAeTcS Jnbo B Oydepe,
oo B ciaboit mupamune. Y naneHue MEHIMyMa u3 Oydepa
BBITIOJIHACTCA MYTEM YAAJICHUSA MUHUMYMa U CKaHUPOBAHUA
Oydepa i ompeneieHUs HOBOTO MUHHUMYyMa. Y aajcHUE
MuHEMyMa u3 GOydepa mMeer crnoxmocts Of logn| u
BKmouaet me Gonee | logn | cpaBrenwit amemenToB.
PaccMoTpuM, Kak BBIIIOJHUTH MacCOBYIO BCTaBKY 3a
Bpemst O(logn). CHavana nepemerarTcs IeMeHTh Oydepa
K TepBbIM CBOOOJHBIM MeECTaM MacCHBa JJIEMEHTOB.
YHopsioueHHOCTh cnaboif MHpaMuIsl BOCCTAHABIMBACTCS
BCIUIBITUEM 110 YPOBHSIM. Hauunas c pOI[PITeJ'Ieﬁ HOBBIX

)

@

il

@)

o

BceraBneHHbIi aneMeHT XpaHHTCs B Oydepe, IoKa y Hero
ects mycrod cimotr. Ilocne BBeIEHHS MHUHHMYMa 3TOTO
Oydepa, a Takxke obOmero MuHUMYMa OydepoB mpu
HEOOXOIMMOCTH OH KOppeKTHpyroTcs. J{ist aToro Tpedyercs
He Oosiee JByX cpaBHeHHH sneMeHTOB. Ecim Bce Oydepsr
TMOJIHBI, MBI IMPUMCHACM T'PYHNIIOBYIO BCTABKY K 3JIEMECHTaM
k* B Gybepax TakuM ke 00OpasoM, KaK M paHbIIe. JTO
COCTaBJISCT (2+O(1))k2+2|_|0gn-| CPaBHCHHI JJICMCHTOB B
memoM. [l omepamuu  ynaneHHS MHHAMYMa OOIIHiA
MUHIMYM OydepoB cpaBHHBaeTcs ¢ MHHHMYMOM cla0oi
nupamuabl. Ecim MuHMMyM Haxomutcss B Oydepe, mocie
yJaJICHNs] Mbl HaX0/MM HOBBIH MHHHMYM B 3TOM Oydepe, a
3aTeM HOBBIA OOUIMH MHUHUMYM Oy(epoB. DTO BKIIIOYAET B
cebs He Oonee 2k-3 cpaBHeHuit aneMenToB. Eciin MUHUMYM
HaxXoJMTCs B clabod mnupaMuzae, yIajJeHUE BbIIOIHSIETCS
€rocoOoM, OIMCaHHBIM paHee.

IX. CJIABAS OYEPE/Ib KAK JIEC UJEAJIBHBIX CJIABBIX TTMPAMU/L.

Crnaboe  moynmupaMuAalIbHOE  YIOPSIO0YESHHOE

)

Puc 10. Cnabas nupaMuia 1mocjie yMeHbUIEHUs DJIEMEHTa C KIIFoUoM 8 Ha Kitod 4.

Y3JIOB, JUIs Ka)JOro Yy3Jia Mbl BBINOJHSAEM OIEPalunio
BCIUTBITHSA JUIsl BOCCTAHOBJICHHS MOPsIIKA cl1abol MHUpaMu/ibl
MEXJY DJIEMEHTOM B 3TOM y3Jie M TEMH, YTO HaXOISITCS B
€ro TMpaBOM MOJAEpPeBe. 3aTeM Mbl paccMaTpHBaeM
pOIMTENeH STHX y3JI0B Ha CIEAYIOIIEM BEpXHEM YpPOBHE,
BOCCTAHABIIMBAs MOPSAMOK CJIA0OH MHpaMHIBI IO 3TOrO
YPOBHS. DTO MOBTOPSIETCS [0 TeX MOp, [OKA YHCIO Y3JIOB,
KOTOpO€ HaM HYXHO 00paboTaTb Ha YpOBHE, HE CTaHET
paBHBIM JIByM. Ha 3TOM 3Tane Mbl JOIDKHBI IEpEHTH K Ooee
spdektuBHOM  crparermu. B TpoTHBHOM  ciydae
aMOpPTHU3allMOHHAs CTOMMOCTH OJHOW BCTaBKH OyneT
JorapuMUIecKo (M3-3a CTOMMOCTH TIOBTOPHBIX OTEPAIIHiA
norpy»enus)!

Bo Bropoii (aze MBI BOCCTaHAaBIMBaEM TOPSIOK
caboif mUpaMHUABl Ha JBYX MYTAX OT 3THX JBYX Y3JIOB
BBepx. Jms storo mel wmaeHTHmmmpyem Gparent s
Ka)XJOro M3 JIByX Y3JIOB, 3aT€M BBIIOJIHSIEM OIEPALHIO
MOTPYKEHUsI, TOCJe Yero CJeAyeT omnepaunus BCIUIBITHS,
HayMHAas ¢ Kaxaoro u3 nyx Gparent.

Jns cnaboil mMpaMuIbl ¢ MacCOBBIMH BCTaBKaMH
BpeMsi paboThl BcTaBkH paBHO O(1) B aMOpPTH3aLMOHHOM
cMbIciie. YHUCI0 CpaBHEHUH 3JIEMEHTOB, BBIIIOJIHEHHBIX IS
Ka)J0H BcTaBky, paBHo 5 + O(1).

Bmecro oaHoro Oydepa MOXHO ucmonb3oBath K
Oy(epoB, Kakmplii W3 KOTOPBIX UMeeT pasmep k. Mel
COXpaHseM MHHHUMYM Kaxaoro Oydepa B ero KOpHE H
cOoXpaHseM yKaszaTelb Ha oOmuii MHHEMYM Oydepos.

JIEpeBO  BO3HUKAET ECTECTBEHHHIM  00pa3oM, Korja
MHOTOapHOE JEpeBO paccMaTpuBaeTcss Kak OWHapHOe
nepeBo. MneanbHas crnabas nupaMusia, B KOTOPOH XpaHUTCS
POBHO 2" 5IEMEHTOB, MPEJCTaBISET CO00 MUPaMHUIATbLHOE
yropsiiodeHHOe OMHOMHabHOE JiepeBo panra r. C apyroit
CTOPOHBI, IIMPAaMHUIANLHOE YINOPSIOUYeHHOS OMHOMHAIBHOE
IepeBo  SBISETCA KOMIIaKTHBIM HpelCcTaBICHIEM
COBEpIICHHOTO TYPHHPHOrO pepeBa. Takum oOpasom,
ZIepeBbsi TYPHHUPOB, OWHOMHANBHBIE oOuepean U cladble

@ _
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i I
\ ! !
A // \\>777 ,/
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a 3]

Puc. 11. ITupamugansHoe ynopsaodeHHOE
OouHOMHUaNbHOE JiepeBo panra 3 (Puc. 11a) n
COOTBETCTBYIOIIAs HaealbHO crnabdas mupamuaa (Puc.
116) BbIcoTHI 3.
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MUPaMUJIbl  ABJSIFOTCS TECHO CBSI3aHHBIMH CTPYKTYpaMu
nmaHHbIX. Ha puc.11 mokazaH mepexoj] OT OMHOMHUAIBHOTO
JiepeBa K craboit mupamue.

[lepexox oT OMHOMHANFHOTO JepeBa K HICAIHHO
c1aboii MHpaMue OCYIIECTBISIETCS CISAYIOIMNAM 00pa3oM.
Bcs neBas BeTBb OMHOMHAJIBHOTO JIepeBa CTAHOBUTCS
MpaBoil BETBBIO WACATHHO Caboi mupamMunael. Jleoid
BETBBIO KaXIOTO y371a (KpoMe KOPHSI) SBISIFOTCS €ro TpaBbie
Opartbsi.

Ecnu cnabas mupaMuaa He WaeaibHa, T.C. JJIEMCHTBI
Ha TIOCTIEJIHEM YpOBHE He HIYT CIpaBa HaleBO, JUOO

MOCHEAHUN  ypOBEHb HE TMOJHBIM, TO MNHUpaMUjia
IIpeCTaBIseTCS HECKOJIBKUMHU OMHOMHAITBEHBIMH
JIepEeBbAMU.

Hpyrue OTJINYUTEIIbHBIE CBOMCTBa cimaboit
MUPaMUJBIL:

1) oHa MOXeT OBITH HECOBEPIICHHOW (B OTIMYUE OT
OMHOMHAEHOTO JIEpeBa);

2) 3TO OIHO NiepeBO (B OTIMYUE OT OMHOMHAIBHON
odepeu, TMPEACTABIAIONICH COO0N KOJUICKIIUIO HICaTbHBIX
JICPEBBER);

3) oHa gocTaTOYHO cOaNlaHCMpOBaHA (B OTJIMYHUE OT,
HaTpuMep, TaPHBIX THPAMHU).

BcraBka snemeHTa BBITNIOJIHACTCA, HAYHMHAA C JIUCTA
BBCPX 10 BOCCTAHOBJICHU NOPAJIKA MUpaMUIbl, 4 YIaJICHUEC
MUHUMAaJbHOTO  3HAUYEHUS  HAYMHACTCA C  KOPHA.
[onnepkuBaroTcs UIS AWHAMUYCCKOW MHPAMUIBI B BUJC
MaccuBa onepanus nouck MmuauMmyma 3a O(1) B Hauxy/mem
ciiydae, a BCTaBka W ynaieHus muHumyma 3a O(logn) B
HAMXYIIIEM — ciydae, MCmoms3ys He Gonee | logn]
cpaBHeHM 3neMeHTOB. Cnalyr mnmpamujy pasMepa n
MOXKHO TIOCTPOUTH C HCIONB30BaHUEM N-1 CcpaBHCHHU
JJIEMEHTOB.

Panrn OWHOMHANBHBIX JI€PEBHEB COOTBETCTBYIOT
BBICOTaM CJ1a00i MHPaMHUIBL.

Onepanm Ha wWACaNbHON ciHabod mwHpaMune -—
nerkue u 6oiree THOKKWE YeM Ha OMHOMHHAJIBHBIX IEPEBbIX.
Kpome Toro, OmHapHBIE IepeBbs OOSCIEUMBAIOT JIydIIee
WCTIOJBb30BaHNE TAMSATH, TaK KaK HEOOXOIMMEI JIBE CCBHUIKH,
'-ITO6I>I OTpasuTb OTHOIICHHUE TIOTOMKA U pPOJUTEJIA. A
cnabass oduepenb, XpaHAllas N 3JIEMEHTOB, SBISICTCS
HA0OPOM HEMEePECEKAIUIUXCS UICATBHBIX CIa0BIX HI/IFaMI/IIL
OCHOBaHHBIX Ha JBOWYHOM MPEJCTABICHUH n :Z log n-
1]i=0bi2| . B xanonmueckoit opme, u cnabas ouepenb
COJEPKUT HeanbHble cnabble mupamuasl H; pasmepa 2'
TOJIBKO ecau b; = 1.

Kak mpaBwio, cnaOele mHUpaMuabl OIpEIeNieHBl B
Oomee obmmeM BUAE, T YMCIIO XPAHSAMIUXCS 3JIEMEHTOB HE
JIOJDKHO OBITH CTEIICHBIO JTBOWKH.

OO0bIYHO cnabble  TUPAMHUIBI  MPEICTABISIOT C
MOMOINBI0 MAacCCHBa C JIOTMOJHHUTEIBHBIMH OUTaMu, HO
MpEJCTaBJICHUE Ha OCHOBE JIEPEBBEB Ooyiee TMOKOE, KOTraa
MOITUPAMHIIBI YacTO TEPEMEIIAI0TCSA, YTO UMEET MECTO B
HaIMX aJropuTMax. BmecTo omepaimii Haj OgHOW ci1aboii
MTUPaMHUIOH, MBI coXpaHsieM MHOKECTBO
HETIePECEKAIOIINXCSl COBEPIIEHHBIX CIA0BIX ITUPAMHU]] TAKIM
e CIoco0OM, Kak MOXHO COXPaHHTh MHOECTBO
MMUPaMUATBHBIX YIIOPSAIOYCHHBIX ONHOMHUAIEHBIX JICPEBHEB
B OMHOMHAIBHOI OYepeIu.

XO0Tg METOA TIPOCT, TIOHATEH KOHIENTYAIIbHO, HENb3s
yTBEpKIaTh, YTO OH IPHUBEN OB K CAMOMY KOPOTKOMY KOOIy,

WIH K camMoMy OBICTpOMY BHEIPEHHIO Ha IpaKTHKe, II0
CPaBHEHMIO C CYIIECTBYIOLIIUMHU METOJaMHU. DTO CBSI3aHO C
TE€M, KaKu€ omnepauuid MU HUX COYCTAHUC npeo6na)1a10T B
COOTBETCTBYIOLICM aJITOPUTME.

CpaBHCHI/Ie ACUMIITOTHYECKOH CIIOKHOCTH onepaunﬁ
U1 HamOoiee XapaKTepHbIX mwupamup (tabmuma 1)
MOKa3bIBACT, YTO ITHU IIOKA34ATCIN Y citaboi nupaMuibl HE
XyXe, 4eM y HauboJiee HOMyJSIpHBIX nupamui. OxHako, Ha
MpakTuke 3((HEeKTUBHOCTh MHPAMHUJ 3aBUCUT HE TOJBKO OT
e€ TeopeTHIeCKOH OLEHKH, HO M OT MHOTHX (aKTOpPOB,
TaKMX KaK OCHOBHBIC OII€pallii B aJTrOPUTME pPEHIaACMbIX
3aJa4 M HX KOJHYCCTBCHHOI'O COYCTAaHMs, AJIHMHBI KOJa
nporpaMmbl, KOUIIMPOBAHWA, BCETBJICHUA TIpOrpaMMbl U
IPYTUX  METPHK. OKCIEPUMEHTAILHOE  HCCIEAOBaHHE
cIa0bIX nmupaMua sIBJIACTCA OTILCHBHOﬁ 3311211{6171. HeKOTOpLIe
MOTBITKY OBUIH cAeNaHbl B padbote [12]. OmgHako, 3Ta paboTa
TpeOyeT MPOIOIKCHHS C LEIBI0 BRIPAOOTKH PEKOMCHIAIIHIA
o MpUMEHCHUIO 3TOM CTPYKTYpPbI JaHHBIX B PA3JINYHBIX
aJropurMax.
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Weak heap

V.K. Gulakov, K.V. Gulakov

Abstract— the article is devoted to one variety of
pyramidal data structures - a weak pyramid. Some problems
where weak pyramids are more effective are considered. A
brief comparison of it and its species with the most popular
pyramid structure shows the ability to perform basic
operations on the data with minimum complexity. The
article gives detailed description of the weak pyramid
structure in the array form and in the coherent structure
form. Preference is given to the connected structure
visibility. Examples of performing various operations on the
structure under consideration are given with the help of
figures, and an assessment of its implementation complexity
is given. To increase the efficiency of insertion operations,
the approach using buffers is considered. The connection
between a weak pyramid and a binomial pyramid is
considered. Here the concept of an ideal weak pyramid is
used. The article outlines the ways of experimental research
of a weak pyramid in various situations and practical
problems.

Keywords— pyramidal data structures, weak heap,
description of the structure, basic operations, constraints,
algorithm complexity.



	Слабая пирамида
	В.К. Гулаков, К.В. Гулаков
	Статья посвящена одной из разновидностей пирамидальных структур данных, используемых при решении различных задач, слабой пирамиде. Рассмотрены некоторые задачи, где слабые пирамиды более эффективны. Краткое сравнение её и её разновидностей с наиболее ...
	Ключевые слова: пирамидальные структуры данных, слабая пирамида, описание структуры, основные операции, ограничения, сложность алгоритма.
	I. Введение
	Существуют некоторые тенденции в структурах данных, использование которых позволяет повысить эффективность операций над ними. К таким тенденциям можно отнести упрощение требований к идеальным структурам. Например, для бинарной пирамиды ослабление треб...
	Структура слабой пирамиды впервые была предложена в техническом докладе Петерсона [11]. Даттон [2] реализовал данную структуру и показал её практическую значимость при использовании для сортировки.
	Слабая пирамидальная сортировка использует меньше сравнений, чем большинство других алгоритмов, близких к теоретическому нижнему пределу, поэтому особенно полезна, когда сравнение является дорогостоящим, например, при сравнении строк с использованием ...
	В дополнение к сортировке слабые пирамиды могут использоваться в следующих приложениях:
	1. Построение слабой пирамиды и поиск наименьшего элемента у левого потомка правого поддерева корня, находится за оптимальное время как наименьший, так и второй наименьший элемент, используя n+(logn(-2 сравнений элементов.
	2. Построив слабую пирамиду и найдя максимальный элемент среди листьев (а если n нечетно, узел, который имеет одного потомка), мы находим за оптимальное время как самый маленький, так и самый большой элементы, используя n+(n/2( -2 сравнений элементов.
	3. Используя слабую пирамиду, мы можем немного улучшить ограничения многопутевого  слияния n элементов до ограничения n(logk(+k-1, которое достигается при использовании турнирных деревьев. Это можно сделать за не более n(logk(+0,086k -1 сравнений элем...
	В работах [3,5,6] слабая пирамида получила развитие. Известны несколько разновидностей слабых пирамид:
	1) Слабая пирамида, которая является бинарным деревом, полностью полуупорядоченной пирамидой;
	2) Слабая очередь, которая является лесом идеальных слабых пирамид;
	3) Релаксационная слабая очередь, которая расширяет слабые очереди, позволяющая некоторым узлам упорядочивать полупирамиды с нарушением основного свойства пирамиды. Имеются две разновидности:
	-потоково-релаксационная слабая очередь (Run-Relaxed Weak Queue)
	-рангово-релаксационная слабая очередь (Rank-Relaxed Weak Queue)
	4) Пирамиды, использующие буфер:
	- однобуферная слабая пирамида (One-buffer weak heap);
	- двубуферная слабая пирамида (Two-buffer weak heap).
	Сравнение слабой пирамиды и её разновидностей с наиболее популярными пирамидами, приведенное в таблице 1, позволяет сказать, что теоретические оценки основных операций над слабыми пирамидами, эффективнее, чем над бинарными пирамидами. Дальнейшее разви...
	Экспериментальные результаты указывают что слабые пирамиды достаточно эффективны на практике. Они конкурируют с другими структурами приоритетных очередей при рассмотрении количества выполненных сравнений элементов, и теряют с небольшим отрывом при рас...

	Таблица 1.  Сравнение различных пирамид (длина кода для различных пирамид, из библиотеки CPH STL [4] представлена приблизительно).
	II. Структура слабой пирамиды и основные операции над ней
	Слабая пирамида является бинарным деревом и получается уменьшением требований к  бинарной пирамиде. Ей достаточно следующих трех условий:
	1. Корневое значение любого поддерева меньше или равно всем элементам в его правой ветви (основное свойство пирамиды);
	2. У корня всей структуры нет левого потомка (оптимальное корневое свойство). Иногда такое дерево называют полуупорядоченным деревом (см., например [13]);
	3. Листовые узлы находятся на последних двух уровнях (свойство баланса). Однако, последний уровень не обязательно заполняется слева направо.
	Каждый узел в слабой пирамиде можно считать корнем меньшей слабой пирамиды, игнорируя её левого потомка. Узлы, не имеющие левого потомка, автоматически означают слабую пирамиду (рис. 1).
	В ряде ситуаций используется понятие идеальной слабой пирамиды (perfect weak heap), у которой правое поддерево корня есть полное бинарное дерево (рис. 2а).
	Слабая пирамида, как и бинарное дерево, может быть представлена в явной (в виде дерева – рис. 1) или в неявной (в виде массива – таблица 2) форме.
	У слабой пирамиды в неявной форме есть дополнительный массив, который использует так называемые обратные биты ri, i ∈ (0 до n-1). Индекс левого потомка располагается в 2i+ri, индекс правого потомка находится в 2i+1-ri. С этой целью ri интерпретируется...
	Эквивалентное бинарное дерево показано на рис. 2б.
	Пирамида должна быть полностью динамической, оба эти массива должны быть изменяемыми.
	Высота слабой пирамиды, содержащей n элементов, равна  (logn(+1.
	Для выполнения операций над слабыми пирамидами требуются две процедуры GParent (i) и Swap (i; j). Расмотрим их подробней. Определим GParent(i) как Gparent(i)=gparent(parent(i)) в случае, если i является левым потомком, и Gparent(i)=parent(i) если i яв...
	Все узлы должны быть больше их GParent. Мы также определяем GChildren(i), который возвращает все элементы, у которых предок GParent(i).
	Исходная реализация слабой пирамиды использует представление массива. Поскольку слабая пирамида построена вначале, мы можем узнать есть ли узел в левом или правом поддереве простой проверкой, если индекс узла четный или нечетный. Возвращаем родительск...
	Определим вспомогательную функцию, называемую Swap(i,j). Эта функция меняет местами элементы ai и aj, если ai > aj , меняет левое / правое поддерево i и изменяется ri. Если ai ˂ aj, это функция ничего не делает. Поэтому порядок элементов i и j важен!
	На рис. 5а представлено исходное множество ключей для наглядности в виде дерева и результирующая слабая пирамида (рис. 5б). Для её получения первым шагом восстанавливаем основное свойство слабой пирамиды, т.е. меняем местами узлы 4 и 9 и узлы 3 и 7, а...

	Таблица 2. Представление слабой пирамиды в форме двух массивов
	Рис. 1. Слабая пирамида: пунктиром обведены её слабые подпирамиды.
	а)
	б)
	Рис. 2. Примеры слабых пирамид.
	а)       б)
	Рис. 5. Иллюстрация работы процедуры SWAP: а) исходное множество;
	б) результирующая слабая пирамида
	III. Операция поиска минимального элемента в слабой пирамиде
	Операция FIND-MIN просто возвращает элемент корня слабой пирамиды. Эта операция требует 0 сравнений.

	IV. Операция слияния двух слабых пирамид.
	Фундаментальная операция на слабых пирамидах слияние двух пирамид одинаковой высоты h (или высоты отличающейся на единицу), чтобы сделать слабую пирамиду высотой h + 1. Для этого требуется ровно одно сравнение между корнями. Какой корень меньше (при ...

	V. Операция вставки элемента в слабую пирамиду.
	Операция INSERT добавляет элемент i в слабую пирамиду как новый лист. Если этот лист является единственным потомком его родителя, мы делаем его левым потомком, обновляя обратный бит у родителя, (это экономит одно ненужное сравнение элемента) и рекурси...
	Процедура sift-up для слабой пирамиды предназначена для восстановления основного свойства в правой ветви пирамиды путём обмена вставляемого элемента с его родителем в случае необходимости.
	Временная сложность зависит от реализации и единицы измерения. Если используется реализация массива и подсчитывается количество сравнений элементов, то требуется от 1 (новый элемент - самый левый узел в слабой пирамиде) до максимум logn -1 сравнений (...
	На рис.7 представлена слабая пирамида после операции вставки ключа  «2».
	Для вставки заданного ключа k мы начинаем с последнего неиспользованного индекса x в массиве A и помещаем k в A[x]. Затем мы поднимаемся вверх по Gparent до тех пор, пока свойство слабой пирамиды не будет удовлетворено. В среднем, длина пути Gparent о...

	VI. Операция построения слабой пирамиды.
	Parent(ai), i ( 0, является родителем элемента ai, если ai является правым потомком и  GParent(ai), если ai - левый потомок.
	Мы используем процедуру GParent(i) для обозначения индекса такого предка. В упорядоченной слабой пирамиде ни один элемент не будет меньше элемента у его  GParent. Следовательно, для построения пирамиды  требуется O(n) времени в худшем случае, более то...
	Построение слабой пирамиды можно осуществлять двумя способами. Первый способ (рис. 8а) состоит в заполнении структуры слабой пирамиды по уровням, а затем восстановление её основных свойств.
	Второй способ (рис. 8б) - построение слабой пирамиды путём вставки.
	Для примера возьмем последовательность чисел: 5, 12, 6, 14, 3, 8, 1, 17
	Операция удаления минимального элемента из слабой пирамиды. Операция DELETE-Min работает следующим образом:
	1. Удаляется корневой элемент (минимальный элемент) и заменяется фиктивным элементом со значением (,
	2. Вызывается Swap ((; x), где x - второй по величине элемент в слабой пирамиде,
	3. Продолжается использование левых поддеревьев (x = 2x) и рекурсивно вызывается Swap ((; i) пока не будет достигнут лист,
	4. Удаляется элемент (
	При рекурсивном вызове функции Swap на 3-м шаге мы никогда не должны забывать обменять левое / правое поддерево. Это обеспечивает свойство упорядоченности слабой пирамиды.
	Операция DELETE-Min требует время от  (logn(   (logn требуется для нахождения наименьшего элемента на пути минимальных элементов и 0, если следующий наименьший элемент - последний) до (2logn(   сравнений (logn для поиска наименьшего элемента на пути н...
	Таким образом, удаление минимума имеет сложность O(logn) и включает не более (logn( сравнений элементов. На рис. 9 приведен пример удаления минимального элемента.

	Рис 7. Слабая пирамида после вставки элемента с ключом 2
	Рис. 6. Пример слияния двух слабых пирамид
	VII. Операция уменьшения элемента в слабой пирамиде.
	Операция DecreaseKey стартует в узле х, величину которого надо уменьшить. В начале изменяется значение заданного элемента, а затем восстанавливаются основные свойства пирамиды в случае необходимости также как это делалось в предыдущих операциях. В при...
	Сложность выполнения операции DecreaseKey О(logn).

	VIII. Слабые пирамиды с использованием буферов.
	Сложность операции вставки может быть уменьшена до амортизируемой константы. Ключевая идея - использовать буфер, поддерживающий постоянное время вставки. Буфер может быть реализован как отдельный массив изменяемого размера или как расширение массива э...
	Кроме того, сохраняется указатель на минимальный элемент в буфере. Максимальный размер буфера установлен равным (log n( +2 где  n общее количество сохраненных элементов. Новый элемент вставляется в буфер, если его размер равен нижнему пороговому значе...
	Рассмотрим, как выполнить массовую вставку за время O(logn). Сначала перемещаются элементы буфера к первым свободным местам массива элементов. Упорядоченность слабой пирамиды восстанавливается всплытием  по уровням. Начиная с родителей новых узлов, дл...
	Во второй фазе мы восстанавливаем порядок слабой пирамиды на двух путях от этих двух узлов вверх. Для этого мы идентифицируем Gparent для каждого из двух узлов, затем выполняем операцию погружения, после чего следует операция всплытия, начиная с каждо...
	Для слабой пирамиды с массовыми вставками время работы вставки равно О(1) в амортизационном смысле. Число сравнений элементов, выполненных для каждой вставки, равно 5 + О(1).
	Вместо одного буфера можно использовать k буферов, каждый из которых имеет размер k. Мы сохраняем минимум каждого буфера в его корне и сохраняем указатель на общий минимум буферов. Вставленный элемент хранится в буфере, пока у него есть пустой слот. П...

	а)
	б)
	Рис. 8.  Построение слабой пирамиды
	Рис 9. Слабая пирамида после удаления элемента с минимальным ключом.
	IX. Слабая очередь как лес идеальных слабых пирамид.
	Слабое полупирамидальное упорядоченное дерево возникает естественным образом, когда многоарное дерево рассматривается как бинарное дерево. Идеальная слабая пирамида, в которой хранится ровно 2r элементов, представляет собой пирамидальное упорядоченное...
	Переход от биномиального дерева к идеально слабой пирамиде осуществляется следующим образом. Вся левая ветвь биномиального дерева становится правой ветвью идеально слабой пирамиды. Левой ветвью каждого узла (кроме корня) являются его правые братья.
	Если слабая пирамида не идеальна, т.е. элементы на последнем уровне не идут справа налево, либо последний уровень не полный, то пирамида представляется несколькими биномиальными деревьями.
	Другие отличительные свойства слабой пирамиды:
	1) она может быть несовершенной (в отличие от биномиального дерева);
	2) это одно дерево (в отличие от биномиальной очереди, представляющей собой коллекцию идеальных деревьев);
	3) она достаточно сбалансирована (в отличие от, например, парных пирамид).
	Вставка элемента выполняется, начиная с листа вверх до восстановления порядка пирамиды, а удаление минимального значения начинается с корня. Поддерживаются для динамической пирамиды в виде массива операция поиск минимума за O(1) в наихудшем случае, а ...
	Ранги биномиальных деревьев соответствуют высотам слабой пирамиды.
	Операции на идеальной слабой пирамиде – легкие и более гибкие чем на биноминальных деревьях. Кроме того, бинарные деревья обеспечивают лучшее использование памяти, так как необходимы две ссылки, чтобы отразить отношение потомка и родителя. A слабая оч...
	Как правило, слабые пирамиды определены в более общем виде, где число хранящихся элементов не должно быть степенью двойки.
	Обычно слабые пирамиды представляют c помощью массива с дополнительными битами, но представление на основе деревьев более гибкое, когда подпирамиды часто перемещаются, что имеет место в наших алгоритмах. Вместо операций над одной слабой пирамидой, мы ...
	Хотя метод прост, понятен концептуально, нельзя утверждать, что он привел бы к самому короткому коду, или к самому быстрому внедрению на практике, по сравнению с существующими методами. Это связано с тем, какие операции и их сочетание преобладают в со...
	Сравнение асимптотической сложности операций для наиболее характерных пирамид (таблица 1) показывает, что эти показатели у слабой пирамиды не хуже, чем у наиболее популярных пирамид. Однако, на практике эффективность пирамид зависит не только от её те...
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	Рис. 11. Пирамидальное упорядоченное биномиальное дерево ранга 3 (Рис. 11а) и соответствующая идеально слабая пирамида (Рис. 11б) высоты 3.
	Рис 10. Слабая пирамида после уменьшения элемента с ключом 8 на ключ 4.

