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Об одной задаче восстановления
матриц расстояний между цепочками ДНК

Б.Ф.Мельников, М.А. Тренина

Аннотация—На практике достаточно часто встречается
необходимость вычисления специальным образом опреде-
лённых расстояний между последовательностями различ-
ной природы. Подобные алгоритмы используются в биоин-
форматике для сравнения секвенированных генетических
цепочек. В силу большой размерности таких цепочек при-
ходится использовать эвристические алгоритмы, которые
дают приближённые результаты.
Существуют различные эвристические алгоритмы опре-

деления расстояния между геномами, но очевидным недо-
статком при расчёте расстояния между одной и той же
парой строк ДНК является получение несколько разли-
чающихся результатов при использовании различных ал-
горитмов для расчёта метрик. Поэтому возникает задача
оценки качества используемых метрик (расстояний), по
результатам которой можно сделать вывод о применимости
алгоритма к различным исследованиям.
Кроме того, одной из рассматриваемых в биокибернетике

задач является задача восстановления матрицы рассто-
яний между последовательностями ДНК, когда на входе
алгоритма известны не все элементы рассматриваемой
матрицы. В связи с этим возникает задача, заключающаяся
в этом, чтобы разработанный метод сравнительной оценки
алгоритмов расчёта расстояний между последовательностя-
ми использовать для иной задачи – для восстановления
матрицы расстояний между последовательностями ДНК.
В настоящей статье мы рассматриваем возможность

применения разработанного и исследованного нами ранее
метода сравнительной оценки алгоритмов расчёта расстоя-
ний между парой строк ДНК для восстановления частично
заполненной матрицы расстояний. Восстановление матри-
цы происходит в результате осуществления нескольких
вычислительных проходов. Оценки неизвестных элементов
матрицы специальным образом усредняются с примене-
нием т. н. функции риска, и результат этого усреднения
рассматривается как получаемое значение неизвестного
элемента.

Ключевые слова—последовательности ДНК, метрика,
матрица расстояний, частично заполненная матрица, вос-
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I. Введение
На практике достаточно часто встречается необхо-

димость вычисления специальным образом определён-
ных расстояний между последовательностями различной
природы. Подобные алгоритмы часто применяются и
в биоинформатике, они составляют отдельный, очень
важный вид задач – поиска расстояния между задан-
ными генетическими последовательностями. Основной
сложностью, возникающей при вычислении расстояния
между генетическими последовательностями, является
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очень большая длина такой последовательности. Напри-
мер, даже для очень коротких митохондриальных ДНК
человека (мДНК) длина последовательности превышает
16000 символов, а для обычной ДНК может превышать
3 · 108 символов, [1].
В силу этого алгоритмы, вычисляющие точное зна-

чение расстояния между двумя последовательностями,
являются неприменимыми, а для оценки расстояния меж-
ду такими цепочками приходится использовать эвристи-
ческие алгоритмы [2], [3], [4], которые дают прибли-
жённые результаты. При этом даже подобные эвристи-
ческие алгоритмы требуют больших временны́х затрат:
например, для построения матрицы порядка 50 × 50, в
которую записываются расстояния, вычисляемые алго-
ритмом Нидлмана-Вунша, требуется около 28 часов (при
тактовой частоте процессора порядка 2 ГГц, см. [5]).
Итак, для определения расстояния между геномами

нам необходимы эвристические алгоритмы – причём, по-
возможности, не требующие слишком больших времен-
ны́х затрат. Существуют различные подобные алгорит-
мы, но очевидным их недостатком является получение
несколько различающихся результатов при использова-
нии различных эвристических алгоритмов, применённых
к подчёту расстояния между одной и той же парой
строк ДНК. Поэтому возникает задача оценки качества
используемых метрик (расстояний) – и по результатам,
полученным при решении этой задачи, можно делать
выводы о применимости конкретного алгоритма подсчё-
та расстояний к различным прикладным исследованиям.
Возможный подход к определению оценки качества мет-
рик был приведён в [5].
Кроме того, одной из рассматриваемых в биокибер-

нетике задач является задача восстановления матрицы
расстояний между последовательностями ДНК (ниже –
просто матрицы ДНК), в которой на входе алгоритма
известны не все элементы рассматриваемой матрицы [6],
[7]. В связи с этим возникает другая задача: использовать
разработанный метод сравнительной оценки алгоритмов
расчёта расстояний между последовательностями для со-
вершенно иной цели, а именно – для кратко описываемой
нами далее задачи восстановления матрицы расстояний
между последовательностями ДНК. Для этой задачи мы
в настоящей статье рассматриваем применение разрабо-
танного и исследованного нами ранее метода сравни-
тельной оценки алгоритмов расчёта расстояний между
парой строк ДНК.
При таком подходе (т. е. при применение метода срав-

нительной оценки алгоритмов расчёта расстояний к вос-
становлению матриц) само восстановление происходит
в результате осуществления нескольких вычислитель-
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ных проходов. На каждом из проходов для некоторых
пока незаполненных (неизвестных) элементов матрицы
получаются разные оценки; эти оценки специальным
образом усредняются – и результат усреднения берётся в
качестве значения неизвестного элемента. С физической
точки зрения применяемое усреднение даёт положение
центра тяжести одномерной системы тел, масса которых
задается специальной функцией – функцией риска [8],
[9]. Отметим, что ранее функции риска применялись
нами в совершенно иных предметных областях – причём
всегда были связаны со вспомогательными алгоритмами,
относящимися к многокритериальной оптимизации.
Ниже рассматриваемые матрицы, подлежащие восста-

новлению, мы будем называть неполностью заполненны-
ми матрицами расстояний. Мы вводим этот термин
для матрицы, из которой «вычеркнуто» некоторое коли-
чество элементов; при этом схожее понятие «разрежён-
ная матрица» не полностью отражает смысл рассматри-
ваемой нами задачи. Мы будем писать термин «непол-
ностью» в одно слово – аналогично «труднорешаемым
задачам» в русском переводе монографии [10].
Настоящая статья имеет следующую структуру. В раз-

деле II при описании предварительных све́дений мы
приводим возможный подход к реализации вышеупомя-
нутого алгоритма Нидлмана – Вунша.
В разделах III и IV описывается метод восстановления

неполностью заполненной матрицы ДНК, разработанный
на основе исследуемой раннее методики сравнительного
анализа различных алгоритмов вычисления расстояний
между последовательностями ДНК. Конкретно, в разде-
ле III приводятся его неформальные обоснования, а в
разделе IV формально описывается сам алгоритм восста-
новления. В нём для вычисления неизвестных элементов
матрицы в качестве вспомогательного алгоритма исполь-
зуются функции риска.
Далее мы рассматриваем примеры применения алго-

ритма. В разделе V приводятся подробные результаты
вычислительного эксперимента для малой размерности
(матрица 7× 7). А в разделе VI даётся краткое описание
результатов вычислительного эксперимента для матрицы
существенно большей размерности (28 × 28), а также
приведена оценка полученных результатов для различ-
ных способов восстановления матрицы ДНК. Мы счи-
таем, что наш подход правилен, в связи со следующим
фактом: получаемое нами значение невязки – т.е. триви-
альным образом определённого расстояния между двумя
матрицами, исходной и восстановленной по неполным
данным, – очень мало.
В заключении (раздел VII) даётся краткое обобщение

проделанной работы, а также перечислены направления
дальнейших исследований в данном направлении.

II. Предварительные све́дения.
Подход к реализации алгоритма Нидлмана – Вунша

Алгоритм Нидлмана – Вунша [11] выполняется путём
выравнивания двух последовательностей символов. Он
представляет из себя пример динамического программи-
рования ([12, стр. 299] и др.) и является, по-видимому,
первым описанным в литературе приложением динами-
ческого программирования к сравнению биологических
последовательностей.

Наш вариант этого алгоритма заключается в следую-
щем. Как и в других его интерпретациях, мы считаем
заданной матрицу минимальных расстояний между ами-
нокислотами (либо между нуклеотидами). В качестве
такой матрицы обычно используется матрица т. н. ми-
нимальных мутационных расстояний по генетическому
коду – также либо между аминокислотами, либо между
нуклеотидами; однако отметим, что для последней цели
могут использоваться и другие меры.
По заданной матрице расстояний между аминокисло-

тами итеративным образом рассчитывается следующая
матрица всех возможных маршрутов

sij = Dij +max
(
si−1,j−1,

maxk<j−1(sj−1,k −G), maxk<i−1(sk,i−1 −G)
)
, (1)

где:
• sij – элемент i-й строки j-го столбца строимой
матрицы;

• Dij – расстояние между i-й и j-й аминокислотами
(или нуклеотидами);

• G – штраф на делецию (штраф за пропуск амино-
кислоты).

Затем осуществляется проход по матрице в обратном
направлении, по максимальным элементам.
Полученный маршрут соответствует оптимальному

выравниванию, его значение принимается в качестве вы-
хода алгоритма Нидлмана – Вунша.
(Ещё отметим, что описание одного из относительно

недавно опубликованных удачных алгоритмов подсчё-
та расстояния между двумя последовательностями ДНК
можно найти по ссылке [13]. В настоящее время нами
ведутся работы по сравнению двух этих алгоритмов –
причём не только для их применения в «обычных» зада-
чах ДНК-анализа, но и в задачах восстановления матриц
ДНК, рассматриваемых в настоящей работе.)

III. Об одном методе восстановления матрицы ДНК
В этом разделе приводится один из методов срав-

нительного анализа различных алгоритмов вычисления
расстояний между последовательностями ДНК, и на его
основе разрабатывается метод восстановления неполно-
стью заполненной матрицы. С целью проведения этого
сравнительного анализа мы предлагаем для полученной
в результате работы какого-либо алгоритма вычисления
расстояний между геномами рассматривать все возмож-
ные треугольники, потому что в идеале они должны быть
остроугольными равнобедренными.
Предположение о том, что треугольники должны быть

остроугольными равнобедренными, возникает на основе
примерно таких рассуждений, см. [14]. Согласно данным
биологов, шимпанзе (Ш) и бонобо (Б) имели общего
предка, жившего около 2–2.5 млн. лет назад, а человек
(Ч) с ними обоими разошелся 5.5–7 млн. лет назад, см.
[15] и др. В связи с этим возникает вопрос: почему Ч
должен быть ближе к Б чем к Ш? Или наоборот – почему
он должен быть ближе к Ш чем к Б? Очевидно, что ответ
на оба этих вопроса отрицательный, т. е., иными словами,
объяснения большей близости существовать не может.
Для ответа на вопрос, насколько «правильной» являет-

ся матрица, полученная в результате некоторого эвристи-
ческого алгоритма, мы предлагаем использовать «харак-
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теристику отхода» полученных треугольников от «вытя-
нутых равнобедренных» треугольников – т. н. “badness”,
ниже будем писать без кавычек. При этом в качестве
одного из вариантов badness может использоваться фор-
мула

σ =
α− β

γ
(2)

где α, β и γ – углы треугольника, причём мы пред-
полагаем, что α ≥ β ≥ γ [14]. По мнению авторов
настоящей статьи, эта формула наилучшим образом ха-
рактеризует описанные нами требования (упрощая си-
туацию – «насколько» остроугольным равнобедренным
является рассматриваемый нами треугольник). Приведём
неформальное объяснение этого: чем ближе треугольник
к равнобедренному, тем меньше у него разность между α
и β, и в идеальном случае в числителе получается 0; при
этом, согласно сделанным нами допущениям, тупоуголь-
ного (или прямоугольного) равнобедренного треугольни-
ка получаться не может. Выполнение же свойства ост-
роугольности увеличивает знаменатель. Следовательно,
приближение треугольника к равнобедренному треуголь-
ному уменьшает в формуле числитель и увеличивает
знаменатель, т. е. σ стремится к нулю.
В настоящее время авторы разрабатывают и другие

подходы (другие формулы) для вычисления подобных
характеристик матрицы ДНК, альтернативных рассмат-
риваемой здесь характеристике σ. В одной из принятых
к публикации статей мы рассматриваем подход к сравне-
нию таких характеристик – однако отметим, что рассмат-
риваемая в настоящей статье задача (задача восстанов-
ления неполностью заполненных матриц), несомненно,
значительно более важна.
При расчёте badness всей матрицы для каждого вари-

анта восстановления можно:
• либо суммировать соответствующие badness по всем
возможным треугольникам рассматриваемых мат-
риц;

• либо взять максимальную badness по этим треуголь-
никам.

В дальнейшем мы предполагаем рассмотреть и другие
подходы к вычислению badness всей матрицы.
Однако при расчёте этого показателя (badness всей

матрицы) может оказаться некоторое (на практике –
совсем небольшое) количество треугольников, для кото-
рых значение badness может значительно отличаться от
других. В частности, могут получаться треугольники, у
которых badness равна 1. (Очень редко – конечно, при
приемлемых метриках – получаются даже тупоугольные
треугольники. Для них мы в практических задачах пола-
гаем значение badness больше 1, и конкретное значение
зависит от величины тупого угла.)
Исходя из всего этого, для вычисления badness всей

матрицы мы используем специальное усреднение. С фи-
зической точки зрения применяемое усреднение даёт
положение центра тяжести одномерной системы тел,
масса которых задаётся специальной функцией – так
называемой функцией риска, см. [16]. Badness для всех
треугольников определяет координаты тел, а функция
риска – их массы, при этом, чем больше координата, тем
меньше ее масса (т. е. чем больше badness, тем меньше
его вклад).

Итак, как уже было отмечено выше, мы считаем, что
в правильно заполненной матрице расстояний между
последовательностями ДНК все возможные построенные
треугольники должны быть максимально близкими к
равнобедренным остроугольным, и тогда на основании
этого вывода можно произвести восстановление матрицы
расстояний между строк ДНК, которая сначала имеет
некоторое количество неизвестных элементов. Заполне-
нием таких матриц мы и будем заниматься далее.

IV. Строгое описание алгоритма восстановления
Для определения неизвестного элемента мы рассмат-

риваем все возможные треугольники, образованные из
элементов этой матрицы, для которых одна из сторон
неизвестна. Для каждого такого треугольника из того
условия, что он является равнобедренным остроуголь-
ным, мы получаем одно из возможных значений этой
неизвестной стороны. Далее мы специальным образом
вычисляем окончательное значение этой стороны (неиз-
вестного элемента). А именно, для её вычисления на
основе всех полученных оценок элемент полагается рав-
ным среднему арифметическому всех полученных зна-
чений; в качестве альтернативного варианта мы можем
исключать наибольшее и наименьшее из получаемых
значений 1.
При большом количестве пропущенных элементов

матрицы треугольников с двумя известными сторона-
ми будет немного, поэтому восстановление матрицы за
один проход обычно невозможно. При восстановлении
матрицы на втором и последующих проходах можно
либо использовать только элементы матрицы последнего
прохода, либо же воспользоваться всеми матрицами, по-
лученными на предыдущих проходах. Во втором случае
с каждым последующим проходом в матрице становит-
ся всё больше элементов, вычисленных приближённо.
Поэтому при оценке неизвестного элемента возможно
применение аналога функции риска, которая будет кор-
ректировать вес элементов в зависимости от номера
прохода.
При использовании т. н. статической функции рис-

ка вес элементов с каждым проходом уменьшается с
одинаковым коэффициентом, и для оценки неизвестного
элемента матрицы используется формула

E =
c0E0 + c1E1 + . . .+ ckEk

c0 + c1 + . . .+ ck
, (3)

где:
• Ei – где значение элемента матрицы, полученной на

i-м проходе;
• c0 , . . . , ck – некоторые специально подбираемые ко-
эффициенты.

На практике [17] хорошие результаты достигаются, когда
для коэффициентов используются формулы

c0 = 1, ci = p ci−1. (4)

Согласно [8], [9], [18], функция риска может быть и
динамической: при использовании последней мы берём
усреднение, зависящее от «черновой прикидки» итогово-
го значения: является ли оно «хорошим», «средним» или

1 Мы также можем использовать функции риска, о которых кратко
было сказано выше и немного подробнее будет сказано далее.
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«плохим». Кроме того, можем рассматривать и последо-
вательность таких динамических функций риска, где на
каждом этапе мы в качестве такой «черновой прикид-
ки» опираемся на значение, полученное на предыдущем
шаге. В нашем случае для оценки неизвестного элемен-
та матрицы расстояний между строк ДНК используется
формула ∑k

i=1 aif(ai)∑k
i=1 f(ai)

, (5)

где f(x) – некоторая специальным образом выбранная
убывающая функция.

Алгоритм 1 (Восстановление матрицы с помощью ста-
тической функции риска)

Вход: Неполностью определенная матрица A = aij (все
равные нулю элементы вне главной диагонали считаем
неизвестными).

Использующиеся вспомогательные переменные: bi – мас-
сив оценок неизвестного элемента.

Описание алгоритма.

Шаг 1: Устанавливаем s := 1 – номер прохода.

Шаг 2: Вычисляем h – количество элементов верхнего
треугольника, равных нулю.

Шаг 3:
if aij = 0 and i ̸= j then
begin
kol := 0 {считаем количество треугольников,

построенных на неизвестном элементе}
for k := 0 to n do begin
if k ̸= i and k ̸= j and aki ̸= 0 and akj ̸= 0 then
begin
kol := kol + 1; c0 := 1; cs := cs−1 · p;

Eki :=
c0E

0
ki + . . .+ csE

s
ki

c0 + . . .+ cs
;

Ekj :=
c0E

0
kj + . . .+ csE

s
kj

c0 + . . .+ cs
;

if Eki > Ekj then bkol := Eki else bkol := Ekj

end;
end;

end;

aij :=
b1 + . . .+ bkol

kol
.

Шаг 4: Вычисляем h1 – количество элементов верхнего
треугольника, равных нулю после очередного прохода.

Шаг 5:
if h1 = 0 then выход 1;
if h1 = h then выход 2;
s := s+ 1;
переход к шагу 2.

Выход 1: Заполненная матрица A.

Выход 2: Матрицу A восстановить невозможно. □

После выполнения алгоритма для проведения сравни-
тельного анализа результатов восстановления матрицы

мы используем такой показатель, как невязка; он харак-
теризует отклонение полученной матрицы от исходной.
Мы вычисляем невязку на основе естественной метрики

d =

√∑n−1
i=1

∑n
j=i+1(aij − ãij)2

n(n− 1)/2
, (6)

где:
• ãij – элементы матрицы, полученной в результате
применения некоторого алгоритма подсчёта рассто-
яний между парой геномов (в нашем случае – алго-
ритма Нидлмана – Вунша);

• aij – элементы матрицы, восстановленной в резуль-
тате работы вышеописанного алгоритма.

V. Подробное описание примера
работы с матрицей малой размерности

Оба рассматриваемых нами примера (в этом разделе –
для малой размерности 7, а также в следующем, для
размерности 28) работают с матрицами, полученными
применением алгоритмом Нидлмана – Вунша [19]. Мы
применили этот алгоритм к цепочкам мДНК различных
животных, взятых из банка данных NCBI [20]; при этом
были взяты секвенированные цепочки мДНК для одного
представителя каждого из 28 отрядов млекопитающих
(классификацию млекопитающих выбираем согласно [1],
другие варианты классификации не рассматриваем). В
таблице 14 приложения перечислены все выбранные на-
ми виды животных. Повторим, что в настоящем разделе
подробно рассматривается пример для первых семи эле-
ментов этой таблицы.
Результаты применения рассматриваемых нами алго-

ритмов (в частности – алгоритма Нидлмана – Вунша)
обычно выражаются в «процентах близости». Согласно
же нашим предыдущим работам ([14], [19], [21] и др.),
нам необходима схожая характеристика («относительная
удалённость») – получающаяся вычитанием полученного
«процента близости» из 100 и делением на 100. В на-
стоящем разделе в таблицах мы будем использовать эти
значения – а в следующих разделах, для бо́льших размер-
ностей, данные для удобства в таблицах (см. приложе-
ние) будут обозначаться целыми числами, образованны-
ми первыми тремя значащими цифрами этих значений.
Все рассматриваемые нами матрицы являются сим-

метричными относительно главной диагонали, поэтому
здесь и далее будем говорить об удалении элементов из
верхнего треугольника. Также будем говорить о «процен-
те обнуления» матрицы.
Итак, сначала мы рассматриваем пример очень малой

размерности. Конечно, количество элементов, которые
можно убрать из матрицы, зависит от её размера. При-
менение вычислительных экспериментов показывает, что
для матрицы порядка 7 × 7 приемлемое восстановление
обычно возможно в том случае, когда процент обнуления
матрицы не превосходит 70. (В реальных задачах мы
иногда увеличивали это значение до 80%.)
Для примера возьмем квадратную матрицу 7× 7 (таб-

лица 1). Отметим ещё раз, что здесь значение 0 соот-
ветствует минимально возможному расстоянию между
геномами (их совпадению), а значение 1 (по-видимому,
недостижимое для реальных геномов) соответствовало
бы максимально возможному расстоянию между ними
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(их «полному несовпадению» – которое определяется по-
разному для различных алгоритмов определения рассто-
яния между геномами).

Таблица 1. Исходная матрица порядка 7

Далее. Из этой матрицы мы удаляем примерно 60%
элементов – что для 21 элемента, лежащего выше главной
диагонали, составляет 13 удаляемых элементов; остав-
ляем в матрице примерно 40% элементов. Возможный
(обрабатываемый нами) вариант удаления приведён в
таблице 2.

Таблица 2. Неполностью заполненная матрица порядка 7

Будем вычислять неизвестные элементы по всей мат-
рице (найденные значения будем также дублировать,
отображая относительно главной диагонали). Например,
для неизвестного элемента a12 мы рассматриваем все
возможные значения k, такие что k отлично от 1 и 2, а
элементы ak1 и ak2 известны. (Далее аналогичные дей-
ствия будут произведены и для остальных неизвестных
элементов aij .)

В нашем примере не нашлось ни одного значения k,
удовлетворяющего этому условию; аналогичная ситуа-
ция и для элемента a13. А для следующего элемента a14
нашлось единственное значение k = 7, удовлетворяющее
необходимому условию. По элементам a71 = 0, 285 и
a74 = 0, 292 с учётом того, что получающийся тре-
угольник должен быть остроугольным равнобедренным,
получаем, что a14 = 0, 292.

Далее. Для элемента a15 значение k также равно 7, и
из двух чисел a71 = 0, 285 и a75 = 0, 3177 получаем, что
a15 = 0, 3177. По мере заполнения матрицы количество
возможных значений k будет увеличиваться. Например,
для элемента a16 не удалось подобрать k, однако для
симметричного ему элемента a61 (при рассмотрении
элементов последовательно по строкам) таких значений
имеется несколько.

Результат, получающийся после первого прохода, при-
ведён ниже в таблице 3. Отметим, что после первого
прохода осталось небольшое количество элементов, рав-
ных 0.

Таблица 3. Матрица, полученная после первого прохода

Как уже отмечалось, при вычислении на втором про-
ходе для каждого неизвестного элементов подходящих
значений k будет больше. Например, для элемента a12
получаем следующие варианты:

k = 4 : a14 = 0, 2924, a24 = 0, 3209 ⇒ b1 = 0, 3209 ;

k = 5 : a15 = 0, 3177, a25 = 0, 2399 ⇒ b2 = 0, 3177 ;

k = 6 : a16 = 0, 3336, a26 = 0, 2089 ⇒ b3 = 0, 3336 ;

k = 7 : a17 = 0, 285, a27 = 0, 3177 ⇒ b4 = 0, 3177 .

На основе всех полученных потенциальных значений a12
вычисляем среднее арифметическое и получаем присва-
иваемое значение a12 = 0, 3224.
Далее проделываем аналогичные действия для элемен-

та a13, после чего получаем следующую матрицу:

Таблица 4. Восстановленная матрица порядка 7

Как было сказано выше, для анализа результатов вос-
становления матрицы мы вычисляем заданную обыч-
ным образом невязку. Для рассматриваемого примера
получаемое значение невязки равно d = 0, 0015, что,
по-видимому, неплохо: отношение невязки к среднему
значению элемента матрицы менее 0, 005 (меньше, чем
полпроцента).

VI. Результаты восстановления матрицы ДНК
В этом разделе представлены результаты вычисли-

тельного эксперимента большей размерности. Как и в
предыдущем разделе, мы выбираем по одному геному из
28 отрядов млекопитающих [1] (таблица 14) – но здесь
мы рассматриваем представителей всех 28 отрядов.
Как и ранее, мы будем использовать матрицу рассто-

яний, значения в которой изменяются от 0 до 1. При
этом в таблицах, приведённых в приложении, данные для
удобства обозначены целыми числами, образованными
первыми тремя значащими цифрами этих значений (т. е.
мы фактически умножаем имеющиеся значения на 1000
и округляем до целых).
Итак, в исходной матрице расстояний мы убрали при-

мерно 63% пар элементов (оставили примерно 37% пар;
как и ранее, некоторый элемент верхнего треугольни-
ка мы убираем вместе с соответствующим элементом
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нижнего). Получившаяся матрица приведена в таблице 9
приложения.
Для проведения сравнительного анализа мы сначала

произвели восстановление матрицы на основе использо-
вания только элементов той матрицы, которая образова-
лась на последнем проходе. Как отмечалось в преды-
дущем разделе возможно применение двух подходов.
Результаты восстановления с применением первого под-
хода, где производилось вычисление среднего арифмети-
ческого по всем оценкам, полученным по всевозможным
треугольникам, построенных на этом элементе с двумя
другими известными сторонами, представлены в табли-
це 10 – по смыслу она соответствует таблице 4 «малого»
примера. А в таблице 11 приведеная матрица, полученная
с применением второго подхода: из всего множества
полученных оценок, если позволяло их количество, ис-
ключались наибольший и наименьший элементы, а для
оставшихся вычислялось среднее арифметическое.
На основе анализа таблицы 11 – как было сказано

выше, полученной путём применения второго подхода, –
можно, по-видимому, сделать вывод о недостаточной
эффективности этого подхода для восстановления мат-
рицы ДНК. Причём эта недостаточная эффективность
проявляется, несмотря на то, что, казалось бы, этот под-
ход должен давать относительно лучший вариант: ведь
мы исключаем «крайние ситуации». Однако в матрицах
больших размерностей получается большое количество
одинаковых элементов; этот факт объясняется тем, что на
неизвестном элементе образуется небольшое количество
треугольников с двумя другими известными сторонами,
поэтому исключение наибольшей и наименьшей оценок
приводит к тому, что вычисление среднего арифметиче-
ского производится для очень малого количества оценок.
Далее будет приведён подробный анализ полученных
результатов путём вычисления невязки – и этот анализ
также подтвердит неэффективность второго подхода.
Количество проходов, необходимых для восстановле-

ния всей матрицы, зависит от процента пропущенных
элементов. Как показали результаты вычислительных
экспериментов, если процент пропущенных элементов
меньше примерно 55%, то восстановление всей матри-
цы происходит за 1 проход. Если же это количество
превышает примерно 64%, то может оказаться, что по-
требуется более 2 проходов. Кроме того, в этом случае
количество проходов будет зависеть от расположения
пропущенных элементов. При отсутствии всех элементов
некоторой строки (некоторого столбца) восстановление
матрицы вообще невозможно, и поэтому с увеличением
процента обнуления матрицы уменьшается вероятность
её восстановления.
Для проведения сравнительного анализа различных

способов восстановления матрицы мы вычислили невяз-
ку, а также – для более полной картины – выделили
наибольшее отклонение. Результаты вычислений пред-
ставлены ниже в таблице 5.
Применение второго подхода на первом проходе да-

ёт меньшее значение максимального отклонения, но в
целом невязка больше, причём наибольшее отклонение
этой невязки от невязки, полученной для первого подхо-
да, происходит на второй итерации – когда количество
треугольников с двумя другими известными вершина-
ми становится больше. Таким образом, при вычислении

среднего арифметического всех «предварительных значе-
ний» элемента значение невязки значительно меньше –
по-видимому, практически всегда.

Таблица 5. Сравнение невязки
различных подходов при восстановлении матрицы

Приведённые результаты получены при восстановле-
нии матрицы с использованием только элементов матри-
цы последнего прохода. Однако в этом случае чем боль-
ше номер прохода, тем менее точны элементы матрицы –
поэтому «не учитывается предыстория».
Далее нами представлены результаты, полученные пу-

тём применения как статической, так и динамической
функций риска. Для статической функции риска наилуч-
ший результат был получен для коэффициента p = 0, 9
(обозначения, связанные с функциями риска, см. выше).
А для динамической функции риска нами была подобра-
на убывающая функция

f(x) = 1−
√
0, 1x. (7)

Применение функций риска позволило уменьшить зна-
чение невязки – особенно при втором и (при необходи-
мости) дальнейших проходах.

Таблица 6. Сравнение невязки восстановления матрицы
с применением статической и динамической функций риска

Таким образом, применение функции риска при вос-
становлении матриц позволяет уменьшить значение
невязки, особенно при большом количестве проходов. В
таблицах 12 и 13 приложения представлены восстанов-
ленные с использованием статической и динамической
функций риска матрицы.
А в итоговой таблице 7 приведено количество прохо-

дов, которые в вычислительном эксперименте потребо-
вались для различного процента исключённых элемен-
тов матрицы. Также приведены значения невязки после
восстановления матрицы – при использовании функции
риска и без неё.

6



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 6, no. 6, 2018

Таблица 7. Итоговая таблица вычислений

VII. Заключение
Итак, в основе предлагаемого нами метода восстанов-

ления матрицы расстояний между последовательностями
ДНК мы предлагаем использовать подход, который был
ранее разработан и применён на практике для сравни-
тельной оценки других алгоритмов – алгоритмов рас-
чёта расстояний между такими последовательностями;
упрощая, можно сказать, что мы пытаемся добиться
выполнения свойства остроугольной равнобедренности
для всех образующихся треугольников. При этом лучшие
результаты получаются в том случае, когда оценки неиз-
вестных элементов матрицы основываются на использо-
вании функций риска – как статической, так и динами-
ческой. Применение описанного метода для заполнения
матрицы расстояний между последовательностями ДНК
позволит значительно сократить время её заполнения:
например, как уже отмечалось выше, для построения
матрицы порядка 50× 50, в которую записываются рас-
стояния, вычисляемые алгоритмом Нидлмана – Вунша,
требуется около 28 часов 2, а при использовании предло-
женного нами метода – около 2 часов.
Можно сказать, что, аналогично работам [19], [21], на-

ша статья направлена на то, чтобы предложить советы:
• для улучшения уже имеющихся, описанных ранее
алгоритмов;

• для разработки новых алгоритмов.
В обоих случаях мы имеем в виду алгоритмы вычисления
расстояний между последовательностями геномов.
Далее очень кратко опишем некоторые из возможных

направлений дальнейшей работы.
1) Рассмотреть другие возможные формулы для вы-

числения badness – причём как одного треуголь-
ника, так и всей матрицы. В последнем случае
необходимо, как и в описанном выше способе,
badness всей матрицы считать на основе значений
badness каждого из треугольников. Например, в
основе вычисления badness одного треугольника
можно использовать не только разности углов, но
и разности сторон, а также отдельно рассматривать
отклонение от равнобедренности и отклонение от
остроугольности.

2) Продолжить работу по подбору удачных вариантов
динамической функцией риска, дающих для нашей
задачи меньшие значения невязки. Согласно [9],

2 Несложно посчитать, что количество пар элементов (для которых
мы и считаем расстояния) в матрицах размерности 50 × 50 примерно
в 3, 25 раз больше, чем в случае рассматриваемых в настоящей статье
«больших» матриц размерности 28× 28.

динамические функции риска строятся путём квад-
ратичной интерполяции, причём точки для интер-
поляции выбираются в зависимости от значений
статической функции риска. В будущем можно рас-
смотреть и другие варианты выбора динамических
функций риска.

3) Разработать другие подходы для сравнительного
анализа различных алгоритмов вычисления рас-
стояний между последовательностями – и описать
алгоритмы восстановления матриц на основе этих
подходов. В настоящее время нами ведутся работы
по сравнению двух из таких алгоритмов – причём
как для применения в «обычных» задачах ДНК-
анализа, так и в близких к рассматриваемым в
настоящей работе задачах восстановления матриц
ДНК.

4) Описать и применить на практике методы «учиты-
вания предыстории» при работе алгоритмов восста-
новления матриц.

Конечно, этими четырьмя направлениями дальнейшая
работа ограничиваться не будет.
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Приложение. Матрицы 28× 28 и дополнительная информация.

Таблица 8. Исходная матрица, заполненная в результате работы алгоритма

Таблица 9. Подаваемая на вход алгоритма восстановления неполностью заполненная матрица
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Таблица 10. Восстановленная с применением первого подхода матрица

Таблица 11. Восстановленная с применением второго подхода матрица
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Таблица 12. Восстановленная с применением статической функции риска матрица

Таблица 13. Восстановленная с применением динамической функции риска матрица
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Таблица 14. Виды млекопитающих, чьи геномы были использованы для вычислений
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On a problem of the reconstruction
of distance matrices between DNA sequences

Boris Melnikov, Marina Trenina

Abstract—In practice, quite often there is a need to calculate
in a special way certain distances between sequences of different
nature. Similar algorithms are used in bioinformatics to
compare sequenced genetic chains. Due to the large dimension
of such chains, it is necessary to use heuristic algorithms that
give approximate results.
There are various heuristic algorithms for determining the

distance between genomes, but the obvious disadvantage in
calculating the distance between the same pair of DNA strings
is to obtain several different results when using different
algorithms for calculating metrics. Therefore, there is a problem
of assessing the quality of the used metrics (distances), the
results of which can be concluded about the applicability of
the algorithm to various studies.
In addition, one of the problems considered in biocybernetics

is the problem of recovering the matrix of distances between
DNA sequences, when not all elements of the considered matrix
are known at the input of the algorithm. In this regard, a
problem of developing method for comparative evaluation of
algorithms calculating distances between sequences is used for
another problem, i.e., the problem of restoring the matrix of
distances between DNA sequences.
In this article, we consider the possibility of using the

developed and studied by us earlier method of comparative
evaluation of algorithms for calculating distances between a
pair of DNA strings to restore the partially filled matrix
of distances. Matrix recovery occurs as a result of several
computational passes. Estimation of unknown matrix elements
are averaged in a special way with the use of so-called risk
function, and the result of this averaging is considered as the
resulting value of the unknown element.

Keywords—DNA sequences, metric, distance matrix, partially
filled matrix, recovery, risk functions.
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