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Аннотация— Визуализация — важный тип 

представления информации, используемый для упрощения 

ее восприятия. Существуют графические интерпретации 

объектов из самых разных предметных областей.  В 1971 

году Роджер Пенроуз в статье “Применение тензоров 

отрицательной размерности” ввел правила для построения 

графических моделей сверточных тензорных операций, тем 

самым визуализировав их. Это существенно упростило 

запись группы свертоных операций, позволив 

представлять их в виде связного графа – тензоной сети. 

Сверточные операции над многомерными массивами 

данных широко используются в задачах разработки баз 

данных, построения olap-кубов, сверточных нейронных 

сетях, задачах на графах, задачах обработки изображения и 

многих других. Согласно работам Виктора Мунермана в 

качестве алгебры, для работы с многомерными объектами 

в рамках вышеперечисленных задач, алгебра многомерных 

матриц предпочтительнее тензорной алгебре. В статье 

авторы анализируют правила графического представления 

Роджера на предмет их применимости к сверточным 

операциям алгебры многомерных матриц. В результате 

анализа было выявлено, что имеющиеся правила не удобно 

использовать при больших количествах сворачиваемых 

индексов и что они не применимы к (λ, μ)-свернутому 

произведению многомерных матриц. Авторы приводят 

определения сверточных операций алгебры многомерных 

матриц, показываю их специфику, и строят их диаграммы. 

В качестве примера использования этих диаграмм 

приведено решение задачи построения всех возможных 

маршрутов в ориентированном ациклическом графе 

средствами (1, 0)-свернутого произведения. Авторы 

приводят пример использования диаграммы многомерно-

матричной сети для решения задачи шифрования. 

Полученные результаты могут быть использованы как для 

обучения студентов алгебре многомерных матриц, так и 

для построения графического интерфейса взаимодействия 

с программно-аппаратным комплексом, реализующим 

алгебру многомерных матриц. 

 
Ключевые слова— визуализация, диаграмма, тензорная 

сеть, алгебра многомерных матриц. 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Визуальный тип восприятия — один из ведущих типов 

восприятия информации [1]. Визуализация может быть 

эффективно использована в: 

• в образовательной среде [2-5] при изучении самых 

разных дисциплин; 

• в построении мнемонических правил [6]. Например, 

неформальные определения свертки часто используют 

выражение: “ядро скользит над двумерным 

изображением, поэлементно выполняя операцию  
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умножения с той частью входных данных, над которой 

оно сейчас находится, и затем суммирует все полученные 

значения в один выходной пиксель [7]”; 

• для описания исходных данных, например графы 

[8], ER-диаграммы баз данных [9], тернарные алгебры 

[10]; 

• визуализации данных, полученных в результате 

исследования [11-12]; 

• презентации проделанной работы [13-14]; 

• описании алгоритма [15-16]. 

Таким образом визуализировать можно практически 

все что угодно: семантику операций, объекты, 

участвующие в операциях и их результаты. Удачная 

визуализация позволяет компактнее записать 

последовательность действий и полученные результаты, 

кратко и информативно презентовать суть. 

В работе [17] была представлена тензорную сетевую 

диаграмму можно рассматривать как граф, в котором 

узлы (или вершины) представляют собой отдельные 

тензоры, а ребра представляют собой суммирование по 

индексу. Свободные индексы изображаются как ребра 

(или ножки), прикрепленные только к одной вершине. 

II. ПРОБЛЕМЫ ТЕКУЩЕЙ РЕАЛИЗАЦИИ 

 
Рис. 1. 2-мерная матрица 

 

 
Рис. 2. 3-мерная матрица 
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Рис. 3. 8-мерная матрица 

В работе [18] автор предлагает использовать 

следующие обозначения для 2-мерной (см. рисунок 1) и 

3-мерной матриц (см. рисунок 2.). И по аналогии 

увеличивать размерность. Однако, даже для 

относительно небольших размерностей такая 

графическая форма становится мало удобной (см 

рисунок 3). 

В работе [19] авторы используют следующие (см. рис. 

4) обозначения для сверточных операций над 

многомерными матрицами. 

 

 
Рис. 4. Графические представления операторов со свертыванием по индексу 

 

Кроме неудобств, в случае, когда сворачивать нужно 

хотя бы по 8 индексам, такой формат представления 

принципиально не позволяет представить операцию 

такого плана: lji ijm ljm

i

a b c=  . 

 

 
Рис. 5. Пример тензорный сети 

 

В работах [17, 18] на основе диаграмм тензорных 

операций строят диаграммы тензорных сетей (см. пример 

на рисунке 5). 

III. ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В работе [20] автор описывает алгебру многомерных 

матриц. Она является естественным обобщением 

алгебры плоских матриц. В ней можно выделить 2 

операции, связанные со свертывание по индексам: 

(  , µ )-свернутое произведение и  -свертыванием. 

(  , µ )-свернутое произведение является обобщением 

плоских матриц и используется для решения задач в 

разных предметных областях, таких как базы данных 

[21], криптография [22], задачи на графах [23], свертки 

[24]. Ее особенность – работа с группами индексов 

многомерных матриц. Пусть матрица 
1 ... pi iA a=  – p -

мерная матрица порядка N , а матрица 
1 ... qj jB b=  – q

-мерная матрица порядка N . Совокупности индексов 

этих матриц 
1,..., pi i  и 

1,..., qj j  разбиваются на четыре 

группы, содержащие соответственно   ,  ,   и   

индексов, где ,  ,  ,  0     . Причем p  + + = , а 

q  + + = . Для полученных групп индексов 

используются обозначения: 1( ,..., )l l l = , 1( ,..., )s s s = , 

1( ,..., )c c c =  и 1( ,..., )m m m= . Тогда матрицы A  и B  

можно представить в виде lscA a=  и csmB b= . 

Индексы разбиения c  называются кэлиевыми, s  – 

называются скоттовыми, а индексы разбиения m  и l  – 

свободными. Матрица lsmT t= , элементы которой 

вычисляются по формуле 
( )

lsm lsc csm

c

t a b=  , называется 

( , )  -свернутым произведением матриц A  и B . 

Обозначается: 
, ( )A B T   = .  

Пусть матрица 
1 ... pi iA a=  – p -мерная матрица 

порядка N . Совокупности индексов этой матриц 
1,..., pi i  

разбиваются на две группы, содержащие соответственно  

  и   индексов, где 0   и 0  . Причем p + = . 

Тогда матрицу A  можно представить в виде lcA a= . 

Матрица lT t= , элементы которой вычисляются по 

формуле 
( )

l lc

c

t a=  , называется  -свертыванием 

матрицы A . Обозначается: A T = . 

Целью работы является разработка диаграмм, 

описывающих сверточные операции алгебры 

многомерных матриц. 
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IV. ДИАГРАММЫ СВЕТОЧНЫХ ОПЕРАЦИЙ АЛГЕБРЫ 

МНОГОМЕРНЫХ МАТРИЦ 

Наличие не более трех групп индексов в матрицах 

операндах решает проблемы с визуализацией операций, 

где свертывание идет по большому количеству индексов. 

Скоттовы индексы будем обозначать пунктиром. Тогда 

при 0  диаграммы ( , )  -свернутого произведения 

матриц A  и B  представлены в таб. 1. 

 

 

Таблица 1. Диаграммы ( , )  -свернутого произведения матриц A  и B  при 0   

 

( )
,

( )

lsc csm lsc csm lsm

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0  , 

0   

 

( )
,

( )

sc csm sc csm sm

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0  , 

0 =  

 

( )
,

( )

lsc cs lsc cs ls

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0 = , 

0   

 

( )
,

( )

sc cs sc cs s

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0 = , 

0 =  

 

( )
0,

( )

lc cm lc cm lm

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0  , 

0   

 

( )
0,

( )

c cm c cm m

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0  , 

0 =  

 

( )
0,

( )

lc c lc c l

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0 = , 

0   

 

( )
0,

( )

c c c c

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0 = , 

0 =  
 

При 0 = диаграммы ( , )  - свернутого 

произведения матриц A  и B  представлены в таб. 2. 
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Таблица 2. Диаграммы ( , )  -свернутого произведения матриц A  и B  при 0 =  

 

( )
,

( )

lsc csm lsc csm lsm

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0  , 

0   

 

( )
,

( )

sc csm sc csm sm

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0  , 

0 =  

 

( )
,

( )

lsc cs lsc cs ls

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 
0 = , 

0   

 

( )
,

( )

sc cs sc cs s

с

a b a b t
 

 = =  

0  , 

0  , 

0 = , 
0 =  

 

( )
0,

( )

lc cm lc cm lm

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0  , 

0   

 

( )
0,

( )

c cm c cm m

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0  , 

0 =  

 

( )
0,

( )

lc c lc c l

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0 = , 

0   

 

( )
0,

( )

c c c c

с

a b a b t


 = =  

0  , 

0 = , 
0 = , 

0 =  
 

Как видно из таблиц ( , )  -свернутого произведения 

матриц A  и B  безумно вариативна за счет 

всевозможных комбинаций индексов в группах матриц. 

Число всех возможных ( , )  -свернутых произведений 

p -мерной матрицы A  на q -мерную матрицу B  

вычисляется по формуле 
min( , )

,

0

! !

! !( )! ! !( )!

p q

p q

p q
N

p q         + =

= 
− − − −

 . 
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Диаграммы  - свертывания матрицы A  

представлены в таб. 3. 

 

 

 

 

Таблица 3. Диаграммы  -свертывания матрицы A  

 
( )

lc lc l

с

a a t


= =  0  , 
0   

 
( )

c c

с

a a t


= =  0  , 
0 =  

 

 

V. ЗАДАЧА ПОСТРОЕНИЯ ВСЕХ ВОЗМОЖНЫХ МАРШРУТОВ 

В ОРИЕНТИРОВАННОМ АЦИКЛИЧЕСКОМ ГРАФЕ 

Решение задачи построения всех возможных 

маршрутов в ориентированном ациклическом графе 

реализуется на основе применения (1,0)-свернутого 

произведения. Пусть матрица  
1 2i i

G w=  – матрица 

смежности графа. После (1,0)-свернутого произведения 

матрицы G на себя получается трехмерная матрица 

1 2 3

2

i i iG w= . Эта матрица содержит сведения обо всех 

маршрутах, проходящих по двум ребрам. После (1,0)-

свернутого произведения матрицы G2 на матрицу G 

получается четырехмерная матрица  
1 2 3 4

3

i i i iG w= . 

Матрица G3 содержит сведения обо всех маршрутах, 

проходящих по трем ребрам. Процесс продолжается до 

тех пор, пока не будет получена матрица, все элементы 

которой – нейтральные. Предшествующая ей матрица Gk 

содержит сведения обо всех маршрутах, состоящих из k 

ребер. Тогда, если элемент * * *
1 2 ...

 (2 )
li i i

w l k   отличен от 

нейтрального элемента, то последовательность значений 

индексов 
* * *

1 2, ,..., li i i   есть последовательность вершин, 

через которые проходит маршрут, начинающийся в 

вершине 
*

1i  заканчивающийся в вершине 
*

li  проходящий 

по l ребрам и обладающий свойством, определяемым 

значением * * *
1 2 ... li i i
w  [23]. В рамках диаграмм этот алгоритм 

представлен в таб. 4. 

 

 

Таблица 4. Построения всех возможных маршрутов в ориентированном ациклическом графе   

 

( )
1,0

2G G G=  - матрица 

всех маршрутов, 

проходящих по двум ребрам 

 

( )
1,0

3 2G G G=  - матрица 

всех маршрутов, 

проходящих по трем ребрам 

… … 

 

( )
1,0

1n nG G G+ =  - матрица 

всех маршрутов, 

проходящих по n+1 ребрам 

 

 

VI. СЕТИ 

( , )  -свернутое произведение матриц A  и B  в 

общем случае не ассоциативно. В примере 6 при 

выполнении операций слева направо результатом будет 

5-мерная матрица, а слова на права – 7-мерная матрица. 

Тем не менее можно выделять частные случаи сетей, 

обладающих свойством ассоциативности. 

Ассоциативный закон умножения матриц одного и того 

же порядка ( )( ) ( )( )
, ', '

', ' ,
A B C A B C

       
  =   

 
 

имеет место при условии, что свертываемые 

совокупности кэлиевых индексов в разных парах 

перемножаемых матриц не пересекаются между собой и 

с совокупностями скоттовых индексов. Пример 

ассоциативной сети представлен на рисунке 7. 

Пусть матрица С  из рисунка 7 является обратной к B  

относительно (2,3)E , то есть ( )
2,3

(2,3)B C E = , где  
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( ) ( )
2,3 2,3

(2,3) (2,3)X E X E X = =     8-мерной 

матрица X . Тогда проход слева направо по сети из 

рисунка 7 можно трактовать как алгоритм шифрования 

Хилла на многомерных матрицах: последовательное 

получение шифр текста и его декодирование [22]. 

 

 
Рис. 6. Не ассоциативная сеть 

 

 
Рис. 7. Ассоциативная сеть 

VII. ОБЛАСТИ ПРИМЕНЕНИЯ 

Данные диаграммы могут использоваться при 

обучении студентов алгебре многомерных матриц. Так 

же они могут лечь в основу графического интерфейса к 

программно-аппаратному комплексу, реализующего 

алгебру многомерных матриц [25, 26]. Это позволит в 

режиме конструктора (no-code / low-code) [27] задавать 

желаемые последовательности операций алгебры 

многомерных матриц. 

VIII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основе диаграмм тензорных сетей были введены 

диаграммы  -свертывания матрицы A  и ( , )  -

свернутого произведения матриц A  и B . Это позволяет  

• компактно записывать и передавать в систему 

последовательности операций в рамках алгебры 

многомерных матриц; 

• упрощает их восприятие. 
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Abstract - Visualization is an important type of information 

representation used to simplify the perception of information. In 

1971, Roger Penrose in his article “Applications of negative 

dimensional tensors” introduced rules for constructing 

graphical models of convolution tensor operations, thus 

visualizing them. Convolutions of multidimensional data arrays 

are widely used in database development tasks, olap-cube 

construction, CNN, graph-based tasks, image processing tasks 

and many others. According to the works of Victor Munerman, 

the multidimensional matrix algebra is preferred to tensor 

algebra as an algebra for working with multidimensional objects 

in the framework of the above problems. In this article, the 

authors analyze Roger's graphical representation rules for their 

applicability to convolution operations of multidimensional 

matrix algebra. The analysis reveals that the available rules are 

not convenient to use for large numbers of convolution indices 

and that they are not applicable to (λ, μ)-convolution product of 

multidimensional matrices. The authors give definitions of 

convolution operations of the algebra of multidimensional 

matrices, show their specificity, and construct their diagrams. 

As an example of using these diagrams, the authors give a 

solution to the problem of constructing all possible routes in an 

oriented acyclic graph by means of (1, 0)-convolution product. 

The authors give an example of using the multidimensional 

matrix network diagram to solve the encryption problem. The 

obtained results can be used both for teaching students the 

algebra of multidimensional matrices and for building a 

graphical interface for interaction with a hardware-software 

complex realizing the algebra of multidimensional matrices. 

 
Keywords - visualization, diagram, tensor network, 

multidimensional matrices algebra. 
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