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Аннотация— Рассмотрены многоуровневые 

аналитические модели учета страничных сбоев при оценке 
оперативности решения задач в вычислительных 
комплексах (ВК). Для определения частоты страничных 
сбоев предложена полумарковская модель с алгоритмом 
замещения «наиболее давно используемой страницы» 
(НДИ). Влияние страничных сбоев на время непрерывного 
счета программ определяется на базе аппроксимации 
времени непрерывного счета по двум моментам 
эрланговским или гиперэкспоненциальным 
распределением и решения задачи объединения двух 
рекуррентных потоков. Полученные расчетные 
соотношения служат основой для разработки алгоритма 
учета страничных сбоев в многоуровневых иерархических 
моделях оценки вероятностно-временных характеристик 
ВК со страничной организацией памяти. На основе 
предложенного подхода реализован пакет программ, 
позволяющий осуществить многовариантный анализ 
различных режимов функционирования вычислительных 
комплексов с мультивиртуальной операционной системой. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

 
Основными показателями качества функционирования 
информационно-аналитических центров (ИАЦ) в 
диалоговом режиме и режиме запрос – ответ являются 
временные характеристики реакции системы при 
обработке заявок, поступающих с абонентских пунктов, 
а также вероятности обслуживания заявок за время, не 
превышающее директивное. Существенное влияние на 
показатели качества функционирования оказывают 
структура диалога (действия операторов терминалов, 
подчиненные заранее установленным алгоритмам 
решения задач), конфликтные ситуации, возникающие 
при совместном использовании абонентами 
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технических, программных и информационных ресурсов 
системы, а также появляющиеся в процессе обработки 
заявок отказы и сбои. 
Обеспечение требования непрерывной работы ВК 
можно осуществить только с некоторой вероятностью. 
Поэтому вместо требования непрерывной работы ВК, 
накладывают жёсткие ограничения на временные и 
надёжностные характеристики ВК, в частности, на такие 
как время обработки запросов c учетом страничных 
сбоев, вероятность обработки запросов в заданные 
сроки, коэффициент готовности, среднее время 
наработки на отказ и др. [1]. 
Проблема оценки вероятностно-временных 
характеристик и надежности ВК является в настоящее 
время важной и актуальной задачей [2, 3, 4, 5]. 
При анализе вероятностно-временных характеристик ВК 
наиболее широко используются аналитические модели, 
базирующиеся на теории массового обслуживания [6, 7, 
8, 9]. 
Методика формализованного описания и расчета 
процессов обработки заявок в ВК ИАЦ на основе их 
представления в виде иерархии вложенных моделей в 
условиях абсолютно надежного функционирования без 
учета страничной организации памяти дана в работе 
[10]. 
Процесс обработки заявок в ИВС с учетом возникающих 
отказов и сбоев может быть описан с помощью 
семейства многоуровневых вложенных моделей 
проблемного и структурного уровней с ненадежными 
элементами [11, 12], причем на проблемном уровне 
имитируется функционирование программных ресурсов, 
а на структурном уровне – аппаратных ресурсов. В 
работе [13] предложен и обоснован декомпозиционный 
аналитико-имитационный метод анализа временных 
характеристик ИВС с учетом надежности, 
базирующийся на использовании вложенных 
многоуровневых моделей. Метод включает следующее: 
1. Определение потоков требований на обслуживание на 
аппаратном уровне с помощью интерфейсных 
подмоделей настройки модели структурного уровня. 
2. Использование аналитического метода для 
определения временных характеристик обработки 
требований на аппаратном уровне путем декомпозиции 
модели структурного уровня на элементарные базисные 
подмодели процессоров и каналов. 

Разработка алгоритмов учета влияния 
страничных сбоев на временные 
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3. Настойка модели проблемного уровня с помощью 
соответствующих интерфейсных подмоделей. 
4. Преобразование с помощью аналитических методов 
ненадежных обслуживающих аппаратов (ОА) 
проблемного уровня в эквивалентные надежные. 
5. Построение аппроксимирующих функций 
распределения (ФР) времени обработки заявок 
эквивалентными аппаратами. 
6. Определение выходных характеристик системы с 
помощью имитационного моделирования многофазной 
СМО проблемного уровня с эквивалентными 
надежными ОА. 
Однако предложенный метод расчета временных 
характеристик ВК не учитывает конфликтов прикладных 
программ, возникающих за счет страничных сбоев в ВК 
со страничной организацией памяти. Во многих 
практических случаях задержки, обусловленные 
страничными сбоями, являются главным фактором, 
определяющим время реакции системы. Многие ВК со 
страничной организацией памяти проектируются таким 
образом, чтобы обеспечить одновременное 
обслуживание поступивших заявок обрабатывающими 
прикладными программами при их параллельном 
доступе к информационной базе. Поэтому возникает 
необходимость расширения области применимости 
разработанного метода расчета временных 
характеристик ВК на системы, использующие 
страничную организацию памяти. 
Способ учета страничных сбоев в многоуровневых 
математических моделях. 
Страничная организация памяти дает возможность 
одновременного решения большого количества задач за 
счёт предоставления пользователям виртуальной памяти 
большого размера. По мере увеличения быстродействия 
вычислительных машин одним из основных факторов, 
ограничивающих их эффективное использование, 
является объём доступной памяти. Страничная 
организация в значительной мере устраняет это 
ограничение и способствует лучшему использованию 
памяти. Платой за это приобретение является 
усложнение структуры программных и аппаратных 
средств ВК [14]. При большом числе одновременно 
решаемых задач возникает явление, называемое 
"пробуксовкой", при котором ВК большую часть 
времени занят страничным обменом. С целью 
предотвращения пробуксовывания в различных 
системах предусматривают специальные средства для 
ограничения степени мультипрограммирования [I5]. 
При организации вычислительного процесса в ВК со 
страничной организацией необходимо решить ряд задач, 
связанных с количеством одновременно обслуживаемых 
пользователей и допустимым временем обслуживания. 
Для решения этих задач разрабатывается 
многоуровневая модель со страничной организацией 
памяти. Если задержки, возникающие при записи из 
внешней памяти в оперативную память (ОП) 
отсутствующих страниц, включить во время счёта 
программ, то модель обработки информации в ВК со 
страничной организацией памяти с точки зрения 
времени обработки заявок можно свести к 
многоуровневой модели с обычной организацией 

памяти в предположении, что все программы 
одновременно целиком находятся в ОП. 
Для определения задержек необходимо знать число 
страничных сбоев и время обслуживания одного 
страничного сбоя в процессоре и в канале с учётом 
ожидания в очередях. Изменения в процессе обработки 
заявок в ВК, связанные со страничной организацией 
памяти, то есть увеличение времени решения задач из-за 
страничных сбоев, учитываются с помощью 
корректировки потока требований обрабатывающих 
программ к процессору и каналам и корректировки 
функций распределения времени непрерывного 
обслуживания заявок программ в процессоре. Отметим, 
что предлагаемый способ учёта влияния страничных 
сбоев на временные характеристики обработки заявок 
аналогичен разработанным методам учёта влияния 
отказов и сбоев аппаратуры, возникающих при 
функционировании ВК [12, 13, 16]. 
Таким образом, для анализа МВК со страничной 
организации памяти можно использовать 
многоуровневую модель обработки информации с 
обычной организацией памяти, предварительно 
вычислив число станичных сбоев программы в 
зависимости от выделенного объема ОП и два момента 
времени непрерывного счёта программы в процессоре  
(в однопрограммном режиме) с учётом страничных 
сбоев. 
Укрупненная блок-схема алгоритма определения 
временных характеристик ВК со страничной 
организацией приведена на рис. 1. Блок-схема 
алгоритма учёта страничных сбоев представлена на рис. 
2. Отметим, что учёт отказов и сбоев при страничной 
организации осуществляется точно так же, как и 
определение временных характеристик ВК с обычной 
организацией памяти. 
 

 
Рис. I. Укрупненная блок-схема определения временных  
характеристик ВК со страничной организацией. 
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Рис. 2. Укрупненная блок-схема алгоритма учёта 
страничных сбоев. 
 

Полумарковская модель оценки частоты страничных 
сбоев. 

В настоящее время разработано большое количество 
моделей поведения программ, использующих различные 
алгоритмы замещения [17]. В данной работе для 
определения частоты страничных сбоев используется 
простейшая полумарковская модель с алгоритмом 
замещения “наиболее давно используемой страницы" 
(НДИ). Алгоритм замещения НДИ позволяет быстро 
обновлять содержимое ОП и при определенных 
условиях позволяет сохранять в ОП страницы рабочего 
комплекта [17]. 
Поэтому алгоритм замещения ИДИ и его модификации 
широко используются при разработке вычислительных 
систем с виртуальной памятью[l5]. Для простейшей 
пoлумарковской модели имеет место адекватность в 
слабом смысле, так как модель отражает свойства 
рабочего комплекта, локальности и редких обращений 
[17]. Простейшая полумарковская модель задается 
множеством вероятностей обращений программы к 
страницам {Pi}, i=1,…n, где n - число страниц в 
программе, и вероятностью повторных обращений к  i-
ой странице -  i. Для полумарковской модели поведения 
программ и алгоритма замещения типа НДИ 
справедливо следующее соотношение для вычисления 
частоты страничных сбоев [17]: 
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где F H
s  - частота страничных сбоев для 

независимой модели поведения программ и алгоритма 
замещения НДИ; 

iP  - вероятность обращения программы к i - ой 
странице; 

iν  - среднее число повторных обращений к i- 

ой странице, после последнего из которых обращение к 
следующей странице происходит в соответствии с 
распределением вероятностей {P1,P2,...,Pn} 

В правой части соотношения (1) неизвестно 
значение F H

s
. 

Для его вычисления используется приведенное в 
[17] приближенное 

соотношение: 
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Параметр Т в соотношении (2) определяется из 
уравнения: 

 mPn
n

i

T
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где m - число страниц, находящихся в 
оперативной памяти. 

При использовании соотношений (1) - (3) для 
определения средней частоты страничных сбоев 
основные вычислительные трудности связаны с 
определением параметра Т из уравнения (3). Уравнение 
(3) имеет единственный действительный корень T0 , так 
как функция  

 ∑
=

−=
n

i

T
iPT

1
)1()(ψ  является монотонно-

убывающей на интервале ∞<< T0 . Действительно, 
при любом распределении вероятностей {Pi}- каждый 
член суммы уменьшается при увеличении Т. Для 
вычисления значения Т0 , методом Ньютона [18] 
определяется корень уравнения: 

 0)1()(
1

=−+−= ∑
=

nmPTf
n

i

T
i   (4 ) 

При этом в качестве начального приближения 
берётся значение 

)11lg(/)1lg(min nn
mT −−=  

 
Значение Тmin можно определить, анализируя 

уравнение (3): 
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Учитывая, что логарифмы отрицательные, 

получим: 

 )11lg(/)1lg(
nn

mT −−≥  

Определив параметр Т, легко найти, используя 
соотношения (1) и (2), частоту страничных сбоев. 

Отметим, что в работе [17] для независимой 

модели получено точное выражение F H
s . Однако это 

выражение в большинстве практических случаев 
непригодно для вычисления из-за чрезвычайно больших 
затрат машинного времени. Этот факт подчеркивается и 
в работе [17]. 

На практике получение значений iP  и iν , 
являющихся исходными данными для алгоритма 
определения частоты страничных сбоев, вызывает 
серьёзные затруднения. Поэтому при программной 
реализации алгоритма предлагается использовать 
совокупность аналитических зависимостей для 
вычисления значений Pi.  При реализации алгоритма 
было использовано два класса зависимостей для 
распределения {Рi} , 

- распределение ЗИПФА 
θi

KPi =    ni ≤≤1  ,   

где θ - некоторая положительная константа 
(параметр); 

- арифметическое распределение Pi=K(1+ib), 
i=1,…n ,  

где b положительная константа (параметр) . 
Константа K выбирается из условия нормировки 

-∑
=

=
n

i
iP

1
1 . При 

реализации значения νi определялись из 

соотношения - 
δ

νν
−

==
1

1
i  , 

где δ - вероятность повторного обращения к 
страницам программы (δi=δ =const) 

Влияние страничных сбоев на время 

непрерывного счёта программ ( Binp
)1(

, Binp
)2(
) 

учитывается следующим образом. Поток страничных 
сбоев считается пуассоновским. Распределение времени 
непрерывного счёта программ без учёта страничных 

сбоев (Biпр(t)) аппроксимируется по двум моментам, в 
зависимости от коэффициента вариации, эрланговским 
или гиперэкспоненциальным распределением. 
Интервалы времени между обращениями программы к 
каналу с учётом страничных сбоев являются 
интервалами между заявками в объединенном потоке, 
объединяющем запросы программы к каналу для ввода-
вывода без учёта страничных, сбоев и страничные сбои. 
Для экспоненциального и эрланговского, 
экспоненциального и гиперэкспоненциального законов 
распределения используются аналитические выражения 
для двух первых моментов. 
 
II. ЗАДАЧА ОБЪЕДИНЕНИЯ ДВУХ РЕКУРРЕНТНЫХ ПОТОКОВ 
 

Рассмотрим задачу объединения двух 
рекурентных потоков с ФР интервалов между 
сообщениями A1(t) и A2(t). ФР интервалов между 
сообщениями в объединенном потоке обозначим А3(t). 
Пусть Fi(t) - ФР длительности промежутка времени от 
произвольно выбранного момента до момента 
поступления очередного сообщения i - го потока 
(i=1,2,3) . За время t в объединенном потоке сообщение 
не поступит только в том случае, если не поступит 
сообщение ни в одном из объединяемых потоков» 
Поэтому справедливо следующее выражение: 

1-F3(t)=(1-F1(t))(1-F2(t)). (6) 
Согласно теории входящего потока Функции 

Ai(t) и Fi(t) связаны между собой соотношением [19, 20]: 
 

∫ −=
t

i
i

i dA
A

tF
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)1( ))(1(*1)( θθ  ,    i= 1,…3.    (7) 

 
Из (6 ) имеем: 

F3(t)=F1(t)+F2(t)-F1(t)*F2(t)      (8) 
Соответствующие соотношения для моментов 

имеют вид: 
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Применив к выражению (7) преобразование 

Лапласа-Стильтьеса, получим: 
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Таким образом: 
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=  , i=1, 2, 3   (10) 

Первый момент функции распределения A3(t) 
определяется из соотношения: 
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где 1λ  и 2λ  - интенсивность 1-го и 2-го объединяемых 
потоков. Используя выражение (10) получим выражение 
для определения A )2(

3
: 
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Выразить в общем виде моменты ФР 
интервалов между сообщениями объединяемых потоков 
не удается. Однако, для экспоненциального и 
эрланговского, экспоненциального и 
гиперэкспоненциального законов распределения 

вычисление )1(
3F  можно выполнить аналитически. 

Формулы для двухпараметрического 
гиперэкспоненциального распределения и 
двухпараметрического эрланговского распределения 
приведены в работе [21].  

 
III.  РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ ПРИ ОБЪЕДИНЕНИИ 
ПУАССОНОВСКОГО И ЭРЛАНГОВСКОГО ПОТОКОВ 

В случае объединения пуассоновского и 
эрланговского потоков 
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Используя соотношения (7) и (9), получим; 
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IV. РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ ПРИ ОБЪЕДИНЕНИИ 

ПУАССОНОВСКОГО И ГИПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО 
ПОТОКОВ 

Рассмотрим случай объединения 
пуассоновского и гиперэкспоненциального потоков. 

tetA 11)(1
λ−−= ,  

tt eetA 22 )1(22
2 )1(1)( λϕϕλ ϕϕ −−− −−−=  , 

2
10 ≤< ϕ  

Из соотношений (7) и (9) получим: 
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Таким образом, первый момент ФР интервалов 
между сообщений в объединенном потоке определяется 
из соотношения (11) , а второй момент из соотношения  
(12 ) , причём, для случая объединения пуассоновского и 

эрланговского потоков величина 
)1(

3F в соотношении  
(12) вычисляется по формуле (13), а для случая 
объединения пуассоновского и гиперэкспоненциального 
потоков - по формуле (14). 

V. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ФР НЕПРЕРЫВНОГО СЧЁТА 
ОБРАБАТЫВАЮЩИХ ПРОГРАММ С УЧЁТОМ СТРАНИЧНЫХ 

СБОЕВ 
Используя полученные результаты, можно 

определить моменты ФР времени непрерывного счёта 
обрабатывающих программ с учётом страничных сбоев. 
Действительно, интенсивность потока страничных сбоев 
при выполнении i-ой обрабатывающей программы, 
выполняющейся в ЭВM с производительностью 
процессора СР оп/c. определяется из соотношения:  

 

   i
CTP
i FOPKCP **=λ  ,  NRSi ,1=     (15) 

OPK - число обращение к ОП на одну 
операцию; 

Fi - частота страничных сбоев для  i- ой 
программы. 

Первые два момента ФР непрерывного счёта 

обрабатывающих программ )1(
iB  и )2(

iB  без учёта 
страничных сбоев являются исходными данными. 
Аппроксимируем Bi(t) по двум моментам в зависимости 
от коэффициентов вариации С k-распределением 
Эрланга или двухпараметрическим 
гиперэкспоненциальным распределением. 

При коэффициенте вариации 

1
)(

)(
2)1(

2)1()2(

>
−

=
i

ii

B
BBC   используется следующее 

двухпараметрическое гиперэкспоненциальное 
распределение: 

 ttan eetB 22 )1(22
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Если коэффициент вариации 1≤C , в качестве 
аппроксимирующего выбирается k-распределение 
Эрланга: 
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Используя результаты аппроксимации и 

результаты решения задачи объединения потоков 
(выражения (11) - (17)), можно определить моменты ФР 
непрерывного счёта обрабатывающих программ с 
учётом страничных сбоев. Увеличение среднего числа 
операции ввода-вывода обрабатывающих программ, 
обусловленное страничными сбоями, определяется из 
соотношения: 

i

ii
iCTPi AS

ASBKBBKBB +
=
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где 
CTP
i

iAS
λ

1
= , NRSi ,1= ; KBBi - число 

обращений i-ой обрабатывающей программы к каналу 
ввода-вывода. 

Таким образом, разработан подход, 
позволяющий расширить применимость 
многоуровневых моделей для анализа временных 
характеристик ВК со страничной организацией памяти. 

 
 

VI. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Разработан метод анализа временных 

характеристик ВК с учетом надежности элементов 
системы и страничной организации памяти, который 
реализован в виде базисных и интерфейсных 
параметрически настраиваемых аналитических и 
имитационных подмоделей. Каждая из базисных 
подмоделей реализована в виде параметрически 
настраиваемого программного блока. Базисные блоки 
дополняются интерфейсными моделями настройки и 
интерфейсными моделями эквивалентных 
преобразований. 

Рассмотренные выше модели и алгоритмы учета 
страничных сбоев явились основой для разработки 
системы автоматизации проектирования ВК ИАЦ на 
базе многоуровневых аналитико-имитационных моделей  
[12, 13], предназначенных для многовариантного 
анализа проектных решений при выборе рациональных 
режимов работы аппаратных и программных ресурсов 
системы. 

Для автоматизированного выбора параметров 
рациональной организации обработки информации в 
многомашинных ВК со страничной организацией 
памяти разработана методика использования в процессе 
проектирования рассмотренных выше аналитических 
моделей. Методика основана на принципе 
последовательной пошаговой оптимизации. На первом 
этапе для выбранных вариантов организации 
вычислительных процессов оценивается загрузка 
аппаратных ресурсов. На втором этапе определяется 
загрузка обрабатывающих программ. Из вариантов 
организации процессов обработки информации, при 
которых загрузка программ меньше единицы, 
исследователь выбирает наиболее перспективные и из 
них путем перебора определяет наилучший вариант. В 
качестве максимизируемой функции используется 
минимальная по всем типам заявок вероятность их 
обработки в нормативные сроки с учетом отказов и 
страничных сбоев. Осуществлена программная 
реализация разработанных математических моделей. 

Предложенный метод моделирования и 
реализованный на его основе пакет прикладных 
программ были использованы при исследовании 
процессов обработки информации с учетом отказов и 
страничных сбоев при оценке показателей 
оперативности обработки информации в ИАЦ органов 
государственной власти. 
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Abstract — Multilevel analytical models of accounting for page 
failures in assessing the efficiency of solving problems in 
computing complexes (VC) are considered. To determine the 
frequency of page failures, a semi-Markov model with an 
algorithm for replacing the "most used page" (NDI) is 
proposed. The effect of page failures on the time of continuous 
counting of programs is determined on the basis of 
approximation of the time of continuous counting for two 
moments by an Erlang or hyperexponential distribution and 
solving the problem of combining two recurrent flows. The 
calculated ratios obtained serve as the basis for the 
development of an algorithm for accounting for page failures in 
multilevel hierarchical models for estimating probabilistic-
temporal characteristics of VC with a page memory 
organization. Based on the proposed approach, a software 
package has been implemented that allows for a multivariate 
analysis of various modes of operation of computing complexes 
with a multivirtual operating system. 

 
Keywords— computing complex, multilevel models, page 
failures, algorithm, probability, distribution functions, Laplace-
Stieltjes transformation 
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