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О комплексе задач исследования
необходимых условий равенства

бесконечных итераций конечных языков
Б.Ф.Мельников

Аннотация—В нескольких предыдущих публикациях
мы исследовали свойства специального бинарного отно-
шения, которое иногда называли отношением эквивалент-
ности в бесконечности. Для пары конечных языков для
выполнения этого отношения необходимо и достаточно
равенство бескончных итераций этих языков.
Ранее мы рассматривали примеры применения этого

отношения – причём как примеры, описывающие необ-
ходимые условия его выполнения, так и примеры его
использования в различных областях теории формальных
языков. Задачи, рассматривающиеся в настоящей статье,
можно назвать задачами исследования необходимых усло-
вий равенства бесконечных итераций конечных языков,
построение на основе этих условий алгоритмов проверки
принадлежности некоторого конечного языка множеству
морфических образов расширенных максимальных пре-
фиксных кодов и алгоритмов построения соответствующих
морфизмов, а также применение подобных алгоритмов в
задачах теории формальных языков.
Основным предметом статьи является мотивация к рас-

смотрению подобных задач. И, по-видимому, главной «со-
ставляющей» такой мотивации является план доказатель-
ства возможности сведéния равенства P=NP к специальной
гипотезе теории формальных языков, сформулированной
ранее в одной из наших предыдущих публикаций. Стóит
отметить, что первая версия этого плана была нами опуб-
ликована в 2011 г.; здесь приведена изменённая версия,
причём со значительно бóльшим числом комментариев.
Однако основная идея при этом та же самая – но здесь
она уже оформлена конкретно, а решения многих вспомога-
тельных подзадач, необходимых для осуществления такого
плана, за прошедшее время уже опубликованы.
Кратко эту основную идею можно сформулировать так.

По некоторому недетерминированному конечному автомату
специальным образом строится пара конечных языков – и
для этой пары показывается, что если бы была выполнена
вышеупомянутая гипотеза, то существовал бы и алгоритм
проверки выполнения отношения эквивалентности в бес-
конечности за полиномиальное время. Но, с другой сторо-
ны, взяв произвольный недетерминированный конечный
автомат и рассматривая его в качестве определённого в
наших предыдущих публикациях автомата NSPRI, мы бы
за полиномиальное время могли бы построить соответству-
ющую этому автомату пару конечных языков; а эта пара
удовлетворяет отношению эквивалентности в бесконечно-
сти тогда и только тогда, когда язык автомата NSPRI сов-
падает с универсальным языком над заданным алфавитом
(т. е. языком, содержащим все возможные слова). Таким
образом, выполнение вышеупомянутой гипотезы влечёт
выполнение равенства P=NP.
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I. ВВЕДЕНИЕ
В статье мы продолжаем тематику публикаций [1],

[2], [3], [4] – и здесь мы впервые подробно (полностью)
описываем именно мотивацию к выполнению соответ-
ствующих этой теме задач.
Как было отмечено в [5],
«в ближайшем будущем мы предполагаем опуб-
ликовать специальную статью, посвящённую
именно мотивации к рассмотрению задач, свя-
занных с алгоритмами проверки выполнения
бинарного отношения ⩽|⩾ » –

это и есть предмет настоящей статьи.
Во всех упомянутых выше статьях 1 мы исследовали

свойства этого отношения ⩽|⩾ , впервые рассмотренного
нами (в несколько иной интерпретации) ещё в 1993 г., в
[6] – т. н. отношения эквивалентности в бесконечности.
И, как мы также отмечали в [5], в дальнейших пуб-
ликациях мы рассмотрели примеры применения этого
отношения – причём эти примеры можно разделить на
две группы:

• примеры, описывающие необходимые условия его
выполнения;

• примеры его использования – в различных областях
теории формальных языков, дискретной математики
и абстрактной алгебры.

В связи с этим полное название настоящей статьи могло
бы быть таким:

«О задачах исследования необходимых условий
равенства бесконечных итераций конечных язы-
ков, построение на основе этих условий алго-
ритмов проверки принадлежности некоторого
конечного языка множеству морфических об-
разов расширенных максимальных префиксных
кодов и алгоритмы построения соответствую-
щих морфизмов, а также применение подобных
алгоритмов в различных задачах теории фор-
мальных языков» –

но, конечно, такое «средневековое» название может кому-
то показаться слишком длинным.
Специально отметим, что в статье мы не приводим

новых алгоритмов, новых доказанных результатов и т. п.;
её основной предмет – мотивация к рассмотрению по-
добных задач, т. е. к исследованию необходимых условий
равенства бесконечных итераций двух конечных языков.

1 А также во многих других. Большинство из них процитировано
далее по тексту настоящей статьи.
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При этом большáя часть настоящей статьи посвящена
именно описанию применения вариантов таких необхо-
димых условий.
Итак, основным предметом статьи можно считать мо-

тивацию к рассмотрению задач исследования необходи-
мых условий равенства бесконечных итераций конечных
языков. И, по-видимому, главной «составляющей» такой
мотивации является план доказательства возможности
сведéния равенства P =NP к специальной гипотезе тео-
рии формальных языков, сформулированной ранее в од-
ной из наших предыдущих публикаций (и обозначаемой
нами (Ξ\/ ) ). Стóит отметить, что первая версия этого
плана была нами опубликована в 2011 г.; здесь приведе-
на изменённая версия, причём со значительно бóльшим
числом комментариев. Однако основная идея при этом та
же самая – но здесь она уже оформлена конкретно, и ре-
шения многих вспомогательных подзадач, необходимых
для осуществления такого плана, за прошедшее время
уже опубликованы.
Кратко эту основную идею можно сформулировать

следующим образом. По некоторому недетерминирован-
ному конечному автомату специальным образом строит-
ся пара конечных языков – и для этой пары показывается,
что если бы была выполнена вышеупомянутая гипотеза,
то существовал бы и алгоритм проверки выполнения от-
ношения эквивалентности в бесконечности за полиноми-
альное время. Но, с другой стороны, взяв произвольный
недетерминированный конечный автомат и рассматривая
его как определённый в наших предыдущих публикациях
автомат NSPRI, мы бы за полиномиальное время могли
бы построить соответствующую этому автомату пару
конечных языков; а эта пара удовлетворяет отношению
эквивалентности в бесконечности тогда и только тогда,
когда язык автомата NSPRI совпадает с универсальным
языком над заданным алфавитом (т. е. языком, содержа-
щим все возможные слова). Таким образом, осуществив
кратко описанный здесь план, мы покажем, что выпол-
нение вышеупомянутой гипотезы (Ξ\/ ) влечёт выполнение
равенства P =NP.
В конце введения отметим следующее. Мы всюду

пишем «сведéние равенства P =NP к одной из гипотез
теории формальных языков» (и т. п.) – но видимо ещё
точнее было бы говорить «сведéние гипотезы P =NP к
одной из гипотез теории формальных языков»; однако
последний вариант, по-видимому, звучит хуже (из-за по-
вторения слóва). При этом мы помним, что почти каждую
из рассматриваемых практических задач 2 тоже можно
сформулировать именно как задачу теории формальных
языков – см. [7], [8] и мн. др. – однако здесь речь идёт
о формулировке задачи про задачи, можно сказать –
«метазадачи».
Приведём содержание статьи по разделам. В разделе II

мы рассматриваем необходимые обозначения. В разделе
III приведены постановка основной задачи (определения
эквивалентности в бесконечности итераций двух конеч-
ных языков) и несколько вариантов описания гипотез
теории формальных языков, необходимых для плана

2 Задача коммивояжёра – один из очень многих примеров, в литера-
туре описаны тысячи практических задач. Про каждую из них мы либо
можем знать, что она принадлежит одному из классов P, NP и др., –
либо не иметь такой информации.

сведéния равенства P =NP к одной из таких гипотез.
План такого сведéния описан в разделе IV.
В разделе V приведены краткие описания других задач

теории формальных языков, относящихся к той же самой
(основной) предметной области; в разделе VI – описания
«немного более далёких» от этой предметной области
решавшихся и решаемых нами задач, но также имеющих
к ней некоторое отношение. Раздел VII – заключение,
в нём приведены возможные направления дальнейших
работ по этой тематике.

II. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Сначала повторим определения бинарного отношения
⩽|⩾ и связанных с ним понятий – близко к [3], [5] и др.;
при этом некоторая часть текста настоящего раздела
повторена из [9].
Для заданного конечного алфавита Σ (иногда называе-

мого нами «главным» либо «основным») и слóва u ∈ Σ∗

над этим алфавитом:
• язык pref(u) определяется как множество префик-
сов слова u (включая несобственный, само u);

• язык opref(u) определяется как множество соб-
ственных префиксов слова u;

• язык suff(u) определяется как множество суффик-
сов слова u (включая несобственный, само u);

• язык osuff(u) определяется как множество соб-
ственных суффиксов слова u.

Для заданного языка A ⊆ Σ∗

pref(A) =
⋃
u∈A

pref(u) ;

аналогичным образом определяются opref(A), suff(A)
и osuff(A).
Если для конечных языков A и B (в наших статьях

они практически всегда рассматриваются над этим «ос-
новным» алфавитом Σ) выполнено условие(

∀u ∈ A∗) (
∃ v ∈ B∗) (

u ∈ opref(v)
)
,

то будем писать A⩽|B (либо B |⩾A). Если одновременно
выполнены условия A⩽|B и A |⩾B, мы будем писать
A⩽|⩾B.
(Специально отметим ещё раз разницу в обозначениях:

в наших последних статьях с одной стороны, и, с другой
стороны, в [6] и нескольких статьях 1990-х годов. Конеч-
но же, в настоящей статье мы будем применять только
обозначения, приведённые в этом разделе.)
Следующее обозначение не было необходимым в [9] –

однако нужно в настоящей статье, прежде всего – для
материала, приведённого в разделе IV. В случае, когда
уже известно, что условие A |⩾B не выполнено, мы в
случае выполнения условия A⩽|B можем также писать
A<|B (либо B |>A).
Далее считаем, что все рассматриваемые языки – непу-

стые и не содержащие ε. (Если иного не сказано в их
определениях – явно или неявно; а «неявно» – это, на-
пример, в случае задания языка как итерации некоторого
другого.)
Для некоторого языка

A ∈ Σ∗, A = {u1, u2, . . . un }

2
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мы рассматриваем алфавит

∆A = {d1, d2, . . . dn }

(причём если это не вызывает неоднозначностей, мы
обычно пишем просто ∆), а для последнего алфавита –
рассматриваем морфизм

hA : ∆∗
A → Σ∗,

задающийся следующим образом:

hA(d1) = u1 , hA(d2) = u2 , . . . , hA(dn) = un .

Если A не обладает свойством префикса, т. е. если(
∃u, v ∈ A)

(
u ∈ opref(v)

)
,

то определённый здесь морфизм также будем называть
непрефиксным.
Для заданных конечного языка A, морфизма hA и

некоторого слова u ∈ Σ∗ рассмотрим язык

h−1
A (u) =

{
u∆ ∈ ∆∗ ∣∣hA(u∆) = u

}
;

специально подчеркнём, что определённое понятие яв-
ляется множеством. Ту же самую конструкцию можно
рассматривать и для некоторого языка (вместо слова u;
пусть это язык B) – причём нас будут интересовать
только конечные языки. А именно:

h−1
A (B) =

⋃
u∈B

h−1
A (u).

В следующем определении, не связанном с преды-
дущим, «основной» алфавит – ∆. Над этим алфавитом
множество максимальных префиксных кодов – как мно-
жество языков – во многих наших предыдущих работах
обозначалось mp(∆). При этом определение «одного»
максимального префиксного кода – также как некоторого
языка – мы приводить не будем; достаточно сказать,
что это – (однозначный) код, который является макси-
мальным и префиксным. См. некоторые комментарии,
включающие определение кодового индекса, в [9].
А множество языков, каждый из которых содержит

некоторый максимальный префиксный код в качестве
подмножества (возможно, несобственного), обозначает-
ся mp+(∆). Таким образом,

mp(∆) ⊂ mp+(∆),

причём, конечно, для любого алфавита включение соб-
ственное. Мы будем называть каждый из таких языков
расширенным максимальным префиксным кодом.
Вернёмся к рассмотрению «основного» алфавита, т. е.

Σ, а также морфизмов вида

hA : ∆∗
A → Σ∗.

Пусть у нас есть некоторый язык

A∆ ∈ mp(∆);

тогда будем считать, что выполнено условие

hA(A∆) ∈ mp(A)

(мы таким образом определяем множество языков
mp(A) над рассматриваемым алфавитом Σ). Аналогично,
для некоторого языка

A∆ ∈ mp+(∆)

будем считать, что

hA(A∆) ∈ mp+(A).

Таким образом:
• mp+(∆) – это множество языков, каждый из кото-
рых содержит в качестве подмножества некоторый
максимальный префиксный код над алфавитом ∆;

• mp+(A) – это множество языков, каждый из ко-
торых является A-морфизмом некоторого языка из
множества mp+(∆); т. е. каждый из таких язы-
ков – специальный морфизм некоторого расширен-
ного максимального префиксного кода.

III. ПОСТАНОВКА ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ
И ВАРИАНТЫ ОПИСАНИЯ ГИПОТЕЗ

В этом разделе мы также повторяем некоторую часть
текста, приведённую в [5], [9].
В предыдущей статье [5] мы описали детерминиро-

ванный полиномиальный алгоритм проверки выполне-
ния условия морфического образа расширенного макси-
мального префиксного кода – то есть проверки условия
A ∈ mp+(D) для заданных непустых конечных языков
A,D ⊆ Σ∗. Этот алгоритм можно считать одной из
важных вспомогательных задач, необходимых для ис-
следования сформулированного выше отошения ⩽|⩾ на
множестве непустых конечных языков.
Но, конечно, постановка задачи, приведённая в преды-

дущем абзаце, – очень краткая. Поэтому повторим (с
некоторыми дополнениями) тот вариант постановки за-
дачи, который был приведён в расширенной аннотации
предыдущей статьи [5]. Такое более полное описание
постановки основано на рассмотренных в предыдущем
разделе настоящей статьи определениях максимальных
префиксных кодов, морфизмов и инверсных морфизмов.
Итак, в наших предыдущих публикациях были рас-

смотрены бесконечные итерации конечных языков – как
ω-языки. При этом бесконечные итерации двух заданных
конечных языков A и B совпадают тогда и только тогда,
когда для них выполняется описанное выше бинарное
отношение ⩽|⩾ :

Aω = Bω тогда и только тогда, когда A⩽|⩾B.

Была сформулирована гипотеза о том, что это возмож-
но тогда и только тогда, когда оба рассматриваемых
конечных языка могут быть получены с помощью алго-
ритма, состоящего из следующих 3 шагов:
1) выбирается некоторый 3 новый конечный алфавит;
2) над этим алфавитом рассматриваются некоторые

два расширенных максимальных префиксных кода;
3) к этим двум расширенным максимальным префикс-

ным кодам применяется некоторый (причём обяза-
тельно один и тот же в обоих случаях) морфизм –
переводящий слова над новым алфавитом в слова
над алфавитом исходным.

3 При кратком описании этого алгоритма слово «некоторый» упо-
требляется часто – и выделяется курсивом; аналогично – слова «могут
быть получены», см. выше. Это связано с тем, что мы заранее не мо-
жем знать, какой именно объект (какое именно отображение) должно
применяться.
Алгоритмы определения (построения) таких конкретных объектов

(конкретных отображений) – это, по большому счёту, и есть комплекс
задач, рассматриваемых в наших публикациях по этой тематике.
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При этом полученные морфические образы двух рас-
сматриваемых расширенных максимальных префиксных
кодов должны совпасть с двумя исходными конечными
языками.
Теперь немного более подробно. В предыдущих рабо-

тах нами было сформулировано несколько эквивалент-
ных вариантов этой гипотезы: это эквивалентные между
собой варианты первой гипотезы, обозначенные нами
ранее, т. е. в [10, разд. XIV], следующим образом:

• (Ξ\/ ′) – этот вариант фактически совпадает с приве-
дённым выше.

• а также (Ξ\/ ), (Ξ\/ ′′) и (Ξ\/ ′′′), см. далее.
Кроме них также была сформулирована другая гипотеза,
представляющая собой более сильное утверждение 4, о
котором имеет смысл говорить в случае невыполнения
гипотезы первой – эта вторая гипотеза была обозначена
(Ξ\/Ξ\/ ), также см. далее.
Итак, кратко повторим формулировку этих гипотез

(кроме (Ξ\/ ′) ) – и отметим, что в [10] они были про-
комментированы подробнее. Там же были приведены
ссылки на возможные доказательства эквивалентности 4

вариантов первой гипотезы.
Гипотеза Ξ\/ . Для любых конечных языков A,B ⊆

Σ∗ выполнено следующее. Эквивалентность A⩽|⩾B вы-
полняется тогда и только тогда, когда существует язык
D ⊆ Σ∗, такой что при рассмотрении соответствующего
алфавита ∆ (где |∆| = |D|) существуют расширенные
максимальные префиксные коды

A∆, B∆ ⊆ ∆∗,

такие что

A = hD(A∆) , B = hD(B∆).

Гипотеза Ξ\/ ′′. Сформулированное в [6, Th. 1] утвержде-
ние является верным – т. е., иными словами, сформу-
лированное в [6] достаточное условие эквивалентности
A⩽|⩾B является необходимым и достаточным.
Гипотеза Ξ\/ ′′′. Не существует пары

(язык D ⊆ Σ∗, слово u ∈ Σ∗),
для которой u /∈ D∗, причём пары такой, что:

• язык D – минимальный в своём классе эквивалент-
ности по отношению ⩽|⩾ ;

• (D ∪ {u}) ⩽|⩾ D.

Гипотеза Ξ\/Ξ\/ . Считаем, что гипотеза (Ξ\/ ) не выполня-
ется. Однако при этом не существует конечного языка
D ⊆ Σ∗, для которого выполнено следующее.
Во-первых, для этого D гипотеза (Ξ\/ ) не выполняется

для каждого из следующих слов 5:

u1, u2, . . . , un .

4 В процитированной работе было сказано по-другому, «менее силь-
ное утверждение» – однако, как ни странно, оба варианта верны!

• «Более сильное» (как мы сказали здесь) – это в том смысле, что
не выполнена гипотеза (Ξ\/ ), но при этом должно быть выполнено
нечто ещё (см. далее), т. е. некоторый дополнительный факт
(поэтому и «более сильное»).

• А слова «менее сильное» (как мы сказали в прошлой публика-
ции) – тоже можно объяснить: не выполнена (Ξ\/ ), но что-то «всё-
таки выполненное» мы формулируем.

Короче говоря, здесь – «лингвистические трудности», неоднозначность.
5 Согласно приведённым выше предположениям, можно утверждать,

что:

Будем здесь обозначать

{u1, u2, . . . , un } = F .

Во-вторых, для этих языков D и F существует некото-
рое непустое множество G ⊆ D, такое что

D ⩽|⩾ DF−G .

Вернёмся к подробному описанию постановки решае-
мой задачи. Нам необходимо проверить эквивалентность
A⩽|⩾B, для чего, среди прочего, необходимо найти ми-
нимальный язык D, такой что A⩽|⩾D. Одна из ещё
более простых подзадач – это проверка, может ли один
язык быть получен с помощью алгоритма, подобного
описанному выше как Ξ\/ ′, применённого к некоторому
другому языку 6. И, поскольку недетерминированный ал-
горитм для такой задачи тривиален ([11, разд. XII] и
др.), – то в [4] мы привели детерминированный, причём
полиномиальный, алгоритм проверки выполнения этого
условия.

IV. О СВЕДÉНИИ РАВЕНСТВА P=NP
К ГИПОТЕЗЕ ТЕОРИИ ФОРМАЛЬНЫХ ЯЗЫКОВ
Более точное название этого раздела могло бы быть

таким: «О плане доказательства возможности сведéния
равенства P =NP к одной гипотезе теории формальных
языков» (имется в виду (Ξ\/ ) ). Стóит отметить, что самая
первая версия такого плана была нами опубликована ещё
в 2011 г., см. [12]; конечно же, здесь приведена суще-
ственно подкорректированная версия, причём со значи-
тельно бóльшим числом комментариев. Однако основная
идея при этом та же самая – но здесь она уже оформлена
конкретно, и решения многих вспомогательных подза-
дач, необходимых для осуществления такого плана, за
прошедшее время уже опубликованы.
Итак, пусть всюду далее условие (Ξ\/ ) выполнено. Зная,

что оно выполнено, мы каким-то способом хотим опре-
делить, выполнено ли для некоторых конечных языков
A,B ⊆ Σ∗ равенство A⩽|⩾B. Опишем два возможных
пути получения ответа на этот вопрос.

Первый путь.
Сначала мы для каждого из этих двух языков в каче-

стве вспомогательной задачи строим оптимальный ин-
версный морфизм; согласно гипотезе (Ξ\/ ) 7, мы при этом
должны получить совпадающие языки – т. е. один и тот
же конечный язык D ⊆ Σ∗, такой что

A,B ∈ mp+(D).

(Отметим, что обозначение D при этом имеет такой же
смысл, который использовался в [6].)
Для этой цели мы сначала рассматриваем язык A (и

«пока забываем» о языке B). Для этого языка A мы:
• во-первых, рассматриваем его потенциальные корни
([9], [10], [11]):

A ′ =
∗
√
A =

{
u ∈ Σ∗ ∣∣ (∃n ∈ N) (un ∈ A)

}
;

• выполнено не только неравенство n ⩾ 1, но и n ⩾ 2;
• ни одно из указанных далее слов не входит в язык D∗.

6 Если допускать возможность совпадения языков, то ответ на по-
добный вопрос очевиден.

7 Можно сказать – согласно «основному» её варианту, т. е. (Ξ\/ ), «без
штрихов».
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специально отметим, что равенство n = 1 при этом
допускается;

• во-вторых напомним, что рассматриваемая нами за-
дача в принципе может быть решена перебором мно-
жества всех подмножеств множества потенциальных
корней 8;

• в-третьих, рассматриваем специальное подмноже-
ство множества потенциальных корней – а имен-
но те из них, которые не представляются в виде
следующей нетривиальной конкатенации других его
потенциальных корней:

A ′′ =
{
u ∈ A ′ ∣∣∣∣ (̸∃u1, u2, . . . , uk ∈ A ′, k ⩾ 2) (u = u1u2 . . . uk)

}
;

• в-четвёртых заметим, что язык A ′′ может быть по-
строен на основе языка A с помощью полиномиаль-
ного алгоритма (это очевидно: например, несколько
аналогичных алгоритмов мы применяли в качестве
вспомогательных в [13]);

• в-пятых, как несложно видеть (например, на основе
материала [9], либо просто на основе определения
бинарного отношения ⩽|⩾ ), что A ′′ ⩽|⩾A ′; в связи с
этим будем далее рассматривать только те потенци-
альные корни, которые входят в A ′′.

Теперь в полученном языке выберем некоторое слово
u ∈ A ′′ и рассмотрим задачу определения, верно ли что

A ′′ ⩽|⩾ A ′′ \ {u}. (1)

Вследствие выполнения гипотезы (Ξ\/ ) мы при одновре-
менном с ней выполнении условия (1) получаем, что
u ∈ (A ′′)∗, – что даёт тривиальный (причём полиноми-
альный) алгоритм проверки этого условия (1).
Поэтому, последовательно удаляя все такие слова u,

для которых условие (1) не выполнено – т. е., иными
словами, удаляя такие u ∈ A ′′, для которых

A ′′ |> A ′′ \ {u} , −

мы получаем искомый языкD, минимальный в классе эк-
вивалентности 9, определяемом языком A. И, поскольку
полиномиально одно такое удаление, то полиномиален и
весь алгоритм построения требуемого языка D.
(Конечно здесь был приведён не общий алгоритм по-

строения требуемого языка D с необходимыми строгими
доказательствами – а только схема такого алгоритма.
Мы предполагаем привести полное описание в одной из
ближайших публикаций.)

Второй путь.
Начнём описание этого пути с информации об «обрат-

ной задачи»: в [13] мы показали возможность построения
по двум конечным языкам (в наших обозначениях –
A,B ⊆ Σ∗) недетерминированного конечного автомата
(обозначавшегося NSPRI(A,B)), результат работы кото-
рого даёт ответ на вопрос, выполнено ли отношение
A⩽|⩾B: оно выполнено тогда и только тогда, когда язы-
ком автомата NSPRI(A,B) является «полный» («универ-
сальный») язык Σ∗. Однако в общем случае ответ на
последний вопрос (т. е. совпадает ли язык некоторого

8 Понятно, что такой алгоритм – экспоненциальный.
9 Напомним, что такая «минимальность» может быть определена

различными возможными способами – некоторые из них были описаны
в наших предыдущих публикациях.

недетерминированного конечного автомата с языком Σ∗)
является NP-полной задачей – и это даёт «косвенный ар-
гумент» об NP-полноте и более интересной нам «прямой
задачи».
А её («прямую задачу») сформулируем так. Сначала

нам желательно формально описать ограничения, нала-
гаемые на (недетерминированный) автомат NSPRI; такие
ограничения действительно имеются (см. [3], [4], [14]
и др.) – например, следующее. Согласно свойствам этого
автомата, наличие любого слова u ∈ Σ∗ как обозначения
некоторого состояния этого автомата влечёт наличие в
качестве других состояний этого автомата любого суф-
фикса u, т. е. любого слова, принадлежащего множеству
suff(u):

u ∈ Q =⇒ (
∀ v ∈ pref(u)

) (
v ∈ Q

)
; (2)

«внутри» настоящего раздела назовём (2) ограничением
(Ω).
Отметим, что возможны и другие ограничения на авто-

мат NSPRI (не связанные с (Ω)) – но отметим также, что
нам нет необходимости строго доказывать тот факт, что
какое-то конкретное множество ограничений даёт описа-
ние любого возможного автомата NSPRI: даже если этим
ограничениям удовлетворяет большее множество автома-
тов, мы сможем завершить рассмотрение такой «прямой
задачи». Однако, конечно, наличие этих ограничений не
должно давать возможность за полиномиальное время
ответить на вопрос, определяет ли автомат, удовле-
творяющий таким ограничениям, «полный» язык Σ∗ – и
(Ω) 10 таковым ограничением является.
После описания ограничений необходимо описать про-

цедуру построения пары (A,B) – которая должна по-
лучаться на основе заданного автомата (потенциального
NSPRI) за полиномиальное время. Для описания такой
процедуры мы предполагаем привести в одной из сле-
дующих публикаций алгоритм для одной из возмож-
ных подзадач этой задачи – описания полиномиально-
временной процедуры добавления перехода. Опишем та-
кую подзадачу немного подробнее.

• Пусть для некоторых языков A и B соответствую-
щий им автомат NSPRI(A,B) уже имеется.

• Пусть, кроме того, задаётся некоторое значение
функции переходов

δ(q, a) ∋ q ′, (3)

которое в заданном автомате NSPRI(A,B) отсут-
ствовало.

• Тогда нужно указать алгоритм, который за полино-
миальное время модифицирует исходный автомат
NSPRI(A,B) – т. е., например, добавляет некоторые
слова в языки A и / или B – в результате чего
должна получаться модификация исходного авто-
мата NSPRI(A,B), а именно автомат, в котором
дополнительно ко всем уже имеющимся переходам
присутствует ещё и переход (3); при этом возможно
изменение языков A и / или B – но такое изменение
тоже должно выполняться за полиномиальное вре-
мя.

10 Точнее – множество ограничений, состоящее из единственного
(Ω).
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Итак, если мы имеем полиномиально-временной ал-
горитм построения пары языков (A,B) по заданному
автомату NSPRI, то тогда мы для них (для этой пары
языков) определяем, выполнено ли условие A⩽|⩾B:

• за полиномиальное время (конечно, в случае выпол-
нения гипотезы (Ξ\/ ) )

• согласно описанному выше «первому пути».
Поэтому мы – также за полиномиальное время в случае
выполнения гипотезы (Ξ\/ ) – отвечаем на вопрос, совпа-
дает ли язык автомата NSPRI с Σ∗.

Таким образом, в случае выполнения гипотезы (Ξ\/ )
рассматриваемую задачу, приндалежащую классу NP,
можно также отнести к классу P.

Ещё раз напомним, что здесь приведён лишь план
доказательства (возможности сведéния равенства P =NP

к гипотезе теории формальных языков). Добавим также,
что к такому плану, конечно же, мы должны добавить
строгое доказательствоNP-полноты рассматриваемой за-
дачи. Мы предполагаем выполнить этот план в последу-
ющих публикациях.
Стóит также отметить следующее. Весь предполагае-

мый план предназначен для случая, рассматривающего
выполнение гипотезы (Ξ\/ ); однако мы ничего не утвер-
ждаем для противного случая – т. е. если мы найдём
контрпример к (Ξ\/ ) (достаточно просто доказать суще-
ствование подобного контрпримера). Специально отме-
тим, что мы в этом случае не утверждаем выполнения
неравенства P ̸= NP.
В заключение раздела отметим следующее. Здесь мы

применяли алгоритм, рассмотренный ранее в [13]. Од-
нако, как мы уже отмечали при описании основных обо-
значений, для действий, необходимых для алгоритмов из
настоящей статьи, необходим ещё и алгоритм провер-
ки выполнения условия A<|B: он, в частности, нужен
для построения минимального языка D (минимального
в своём классе эквивалентности по отношению ⩽|⩾ ).
Однако отметим, что такой алгоритм (проверки выпол-
нения условия <| ) несложно строится путём небольшой
модификации алгоритма из [13] – а подробности такой
модификации мы приведём в одной из будущих статей,
при рассмотрении деталей описанного в настоящем раз-
деле плана.

V. ЕЩЁ ОБ ОСНОВНОЙ ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ
Итак, в настоящей статье мы продолжаем темати-

ку, связанную со специальным бинарным отношением
на множестве формальных языков (рассматриваемом в
первую очередь на множестве итераций непустых ко-
нечных языков) – т. н. отношением эквивалентности в
бесконечности. Ранее, кроме отношения ⩽|⩾ мы так-
же сформулировали более простое бинарное отношение
на множестве языков – т. н. отношение покрытия, ⩽| ,
двойное применение которого равносильно применению
отношения ⩽|⩾ . В предыдущих публикациях мы рас-
смотатривали алгоритм проверки выполнения отношения
покрытия, а также определили вспомогательные объек-
ты, используемые для доказательства корректности этого
алгоритма. С одним из подобных объектов – а имен-
но, с расширенным максимальным префиксным кодом,
точнее, с бесконечным множеством таких кодов, – мы и
работаем в настоящей статье.

Также в предыдущих публикациях (прежде всего – в
[1], [2]) мы определили ещё один вид таких объектов,
т. н. бесконечные итерационные деревья. После получе-
ния конкретного дерева мы объединяем эквивалентные
его вершины (эквивалентность вершин рассматривается
на основе определения таких деревьев) – фактически
получая при этом детерминированный конечный авто-
мат. Мы определили конкретный такой автомат для двух
заданных конечных языков (подлежащих проверке на
выполнение отношения ⩽|⩾ ) – т. н. автомат PRI; он,
как уже было отмечено, детерминированный, определён
на множествах слов, – и каждое из этих множеств
является подмножеством множества префиксов второ-
го из заданных языков 11. После этого мы определяем
соответствующие такому автомату несколько вариантов
специальных недетерминированных автоматов, фактиче-
ски описывающих построение заданного итерационного
дерева морфизма. Мы вводим совершенно иной объект –
т. н. автомат NSPRI, – который также описывает по-
строение итерационного дерева морфизма, но определён
не на конечных множествах слов (конечных языках), а
на (отдельных) словах. (Как уже было отмечено, про
автоматы NSPRI и PRI см. [3], [4], [14].)
Название настоящей статьи начинается со слов «по-

линомиальный алгоритм» – поэтому скажем немного о
полиномиальности другого, связанного алгоритма, опи-
санного нами в [13]. Основная идея доказательства то-
го факта, что алгоритм построения конечного автома-
та для проверки равенства бесконечных итераций двух
конечных языков полиномиален, такова. Естественным
является построение для этой задачи детерминирован-
ного автомата – каждое состояние которого описывает
целое множество возможных префиксов, оставшихся от
различных разложений слóва – т. е. разложений мор-
физма итерации первого заданного конечного языка по
словам второго заданного конечного языка. Однако при
этом мы работаем с множеством множеств возможных
префиксов – что делает невозможным полиномиальность
соответствующего алгоритма. Поэтому мы строим неде-
терминированный автомат – определённый просто на
множестве возможных префиксов 12. При этом возникает
вопрос – когда именно этот автомат даёт положительный
результат. Мы решаем эту проблему тем, что требуем,
чтобы получающийся недетерминированный автомат яв-
лялся бы аналогом всюду определённого детерминиро-
ванного автомата 13.
(При этом условие того, что недетерминированный

автомат является аналогом всюду определённого детер-
минированного автомата, за полиномиальное время про-
верить невозможно – см. подробнее [13]. Однако именно
невозможность подобной проверки может дать доказа-
тельство невозможности проверки за полиномиальное
время и условия выполнения отношения ⩽|⩾ для двух
заданных конечных языков.)

11 Возможен также вариант, когда вместо множества префиксов
используется множество суффиксов.

12 Специально повторим, что не на множестве подмножеств таких
возможных префиксов.

13 Определение такого «аналога» очевидно. Если говорить нефор-
мально – должны быть заполнены все клетки таблицы, описывающей
граф переходов (transition function) рассматриваемого недетерминиро-
ванного автомата.
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К основной рассматриваемой нами предметной обла-
сти относится не только сказанное выше в этом разделе,
но и некоторые другие варианты использования отно-
шения ⩽|⩾ в задачах теории формальных языков. Выше
уже были приведены ссылки на некоторые публикации,
в которых это отношение:

• либо исследовалось,
• либо применялось в других задачах.

Все упомянутые выше наши статьи – за исключением
[6] – были датированы несколькими последними годами.
А здесь мы (после рассмотрения некоторой аналогии)
дадим ссылки на существенно более ранние статьи по
этой тематике – причём, конечно, отметим связь этих
статей с основной рассматриваемой нами предметной
областью.

• Аналогия заключается в том, что для очень многих
задач (даже предметных областей) существует раз-
ница – и иногда очень большая – между их «ал-
гебраической составляющей» и «алгоритмической
составляющей».
В качестве первого, очень простого примера, при-
ведём предметную область из «студенческих кур-
сов» – [15] и др. 14. Во многих программах, выпол-
ненных на логических и функциональных языках
программирования, можно понять результаты рабо-
ты, точно не зная, как система в действительно-
сти их нашла. Поэтому стóит различать два уровня
смысла программы (например, на Прологе) – а имен-
но, декларативный смысл и процедурный смысл.
– Декларативный смысл касается только отно-
шений, определённых в программе. Таким об-
разом, декларативный смысл определяет, что
должно быть результатом работы программы.

– С другой стороны, процедурный смысл опреде-
ляет ещё и как этот результат был получен, т. е.
как отношения реально обрабатываются Про-
лог-системой.

В качестве конкретного примера в [15] приводится
задача построения остовного дерева графа. И по-
нятно, что в этой задаче «алгебраическая составляю-
щая» почти совпадает с декларативным смыслом, а
«алгоритмическая составляющая» – с процедурным
смыслом.
Стóит упомянуть и наши публикации на эту тему 15

[16], [17], в которых фактически были приведены:
– как алгоритмы, которые можно назвать «декла-
ративными»,

– так и алгоритмы, которые можно назвать «про-
цедурными», –

несмотря на то, что всё выполнялось на «процедур-
ном» языке Си++.
Второй конкретный пример – существенно более
сложная предметная область, причём, однако, её
тоже можно считать относящейся к «студенческим
курсам». Согласно [18], в реляционной модели дан-
ных присутствуют оба механизма – реляционная

14 Здесь мы «без кавычек» процитируем несколько мыслей из этой
книги. Аналогично – немного ниже, про реляционную модель данных.
В обоих случаях тексты этих книг нами немного изменены и дополне-
ны.

15 Несмотря на простоту формулировки, эту тему мы считаем далеко
не «закрытой»!

алгебра и реляционное исчисление. Запрос, пред-
ставленный на языке реляционной алгебры, может
быть вычислен на основе выполнения элементарных
алгебраических операций. А для формулы реляци-
онного исчисления однозначная вычислительная ин-
терпретация, вообще говоря, отсутствует – поэтому
языки реляционного исчисления являются в боль-
шей степени непроцедурными, или декларативны-
ми 16.
Третий конкретный пример – предметная область,
которая, по-видимому, наиболее близка к нашей
тематике. Аналогию рассмотренным парам форма-
лизмов (алгоритмов) представляет пара (граммати-
ки – автоматы) 17, [7], [19], [20], [21] и мн. др.
Грамматика (её можно считать аналогом формулы
реляционного исчисления) определяет язык – но не
даёт ответа на вопрос, как узнать, принадлежит ли
некоторое конкретное слово этому языку. А ответ
даёт автомат (кстати, являющийся в нашем случае
аналогом реляционной алгебры – а не реляционного
исчисления) – который в большинстве случаев стро-
ится по грамматике.
Возвращаясь к нашей теме и немного всё упрощая,
можно охарактеризовать наши первые публикации
(1990-х годов) следующим образом. Статья [6] опи-
сывает «алгебраическую составляющую» этой зада-
чи, а [22] – «алгоритмическую». В последующих же
публикациях на эту тему 18 мы старались «свести эти
составляющие вместе».

• В этом пункте мы повторим небольшой текст из
одной из наших предыдущих публикаций, [23] 19.
В некоторых подклассах класса контекстно-свобод-
ных языков разрешима проблема эквивалентности,
см. [24], [25], [26] – в отличие от всего этого класса,
[7], [19], [27]. Важно отметить, что мы при этом
имеем в виду не «пресловутый» класс детерминиро-
ванных контекстно-свободных языков, проблема эк-
вивалентности для которого была сформулирована
ещё в конце 1960-х (cм., например, [27, разд. 4.2])
и впоследствии была решена: частичные решения
см. в [28], [29], [30], а полное – в [31]. Здесь мы
имеем в виду подклассы, не совпадающие с классом
детерминированных контекстно-свободных языков.
Однако с помощью этих подклассов могут быть
описаны некоторые реальные языки программиро-
вания – см. примеры в [25], [26]. Для описания этих

16 Повторим, что текст взят – с небольшими изменениями и добав-
ленным курсивом – из процитированного выше источника.
При этом очень интересно отметить следующий факт. Реляционная

алгебра описывает алгоритмический подход, а реляционное исчисле-
ние – алгебраический! Согласно же их названиям – «ожидалось» ровно
наоборот! (Тем более, что слово «исчисление» имеет тот же корень,
что и «вычисление», – а последнее понятие можно считать синонимом
алгоритма?)
Мы не находили подобного замечания в научной или учебной лите-

ратуре.
17 Причём рассматривать такие пары можно как для 3-го («регуляр-

ного»), так для 2-го («контекстно-свободного») типа языков в иерархии
Хомского.

18 В тех из них, где рассматривалось не применение описанного
алгоритма, а его дальнейшее исследование.

19 Как и выше в подобных ситуациях – с небольшими изменениями
и дополнениями.
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подклассов мы часто рассматриваем пары языков 20,
удовлетворяющих рассматриваемому в настоящей
статье отношению эквивалентности A⩽|⩾B.

• Ещё одним примером применения основной пред-
метной области в теории формальных языков мо-
гут быть названы уже упомянутые статьи: [23], а
также, вероятно, и [12]. Как видно из названий,
в статьях рассматривается связь итераций языков
с недетерминированными конечными автоматами и
максимальными префиксными кодами. Однако бо-
лее подробно здесь про содержание этих статей мы
писать не будем: на основе их материала и сделаны
практически все вышедшие впоследствии (2016 г.
и позднее) наши публикации на эту тему, причём
многие из этих публикаций уже процитированы в
настоящей статье по другим поводам.

VI. О НЕКОТОРЫХ ПРЕДМЕТНЫХ ОБЛАСТЯХ,
СВЯЗАННЫХ С ОСНОВНОЙ

Кроме сказанного выше стóит отметить и связь рас-
сматриваемой в статье задачи с недетерминированны-
ми конечными автоматами, которые являлись основным
предметом многих других наших предыдущих публи-
каций. Прежде всего эта связь заключается в том, что
задачи, в которых рассматриваются расширенные макси-
мальные префиксные коды, необходимы, среди прочего,
для ранее определённых и частично исследованных нами
конечными автоматами PRI и NSPRI – см. процити-
рованные выше статьи. Однако только этими публика-
циями указанная связь далеко не ограничивается: мно-
гие свойства недетерминированных конечных автоматов,
рассмотренные нами в предыдущих публикациях, напря-
мую с автоматами PRI и NSPRI не связаны; при этом
они могут быть полезными для рассмотрения последних.
Приведём по этому поводу несколько конкретных ссылок
на наши предыдущие работы – с указанием конкрет-
ных возможных связей со свойствами автоматов PRI и
NSPRI.

• В статье [32] рассматривался, среди прочего, наш
вариант алгоритма построения регулярного выраже-
ния по заданному недетерминированному конечно-
му автомату (можно сказать – наш вариант доказа-
тельства теоремы Клин, [33] и мн. др.). Особенно-
стью этого варианта можно назвать тот факт, что
мы работаем в первую очередь не с состояниями
автомата (как в доказательстве, приведённом в той
же монографии [33] 21), а с его дугами – поме-
чая их регулярными выражениями 22 и постепенно
уменьшая количество дуг, принадлежащих такому
модифицируемому автомату 23.

20 Точнее, пары итераций этих языков: в процитированных в этом
пункте статьях использовалась немного иные обозначения.

21 Да и вообще – во всех известных нам публикациях на эту тему.
22 Первоначально каждая дуга помечена регулярным выражением,

«являющемся» буквой заданного автомата (или, возможно, пустым
словом ε – когда рассматривются автоматы со множеством пометок
дуг из Σ ∪ {ε}).
Отметим также, что возможность пометки дуг регулярными выраже-

ниями является «стартом» для рассмотрения расширенных конечных
автоматов (extended finite automata), про которые кратко будет сказано
далее.

23 Во всех известных нам доказательствах сами пометки дуг не
меняются. Первоначально они помечены.

В наших построениях, приведённых в упомянутой
статье [32], важную роль, конечно же, играет ис-
пользование звезды Клини – которая применяется и
при определении максимальных префиксных кодов,
являющихся одним из основных предметов настоя-
щей статьи.
При этом важно отметить, что к тематике, о которой
говорится в данном пункте, близки также следую-
щие три темы:
– про аппроксимацию полугрупп, [34] и др.;
– про циклы базисного конечного автомата и их
соответствие циклам произвольного недетерми-
нированного конечного автомата, определяю-
щего рассматриваемый регулярный язык, [35]
и др.;

– про расширенные конечные автоматы (extended
finite automata), [36], [37], [38] –

которые (темы) на первый взгляд кажутся мало свя-
занными между собой; показать такую возможную
связь может настоящая статья. О каждой из этих
тем мы немного подробнее упомянем в заключении
(раздел VII).

• В паре статей [39], [40] 24 мы рассмотрели свой-
ства базисного автомата для заданного регулярного
языка, связанные с образующимися в этом языке
циклами; из сказанного здесь понятна возможная
связь этой темы с расширенными максимальными
префиксными кодами: исследование равенства по-
меток двух таких циклов может быть сведено к
исследованию равенства морфизмов двух расширен-
ных максимальных префиксных кодов.
Отметим также, что именно на основе этой пары
статей мы впоследствии получили доказательства
некоторых утверждений в следующих темах:
– построение любого автомата для заданного ре-
гулярного языка на основе базисного автомата
для этого языка, [41] 25;

– алгоритмы построения автомата COM, о кото-
ром будет сказано далее.

• Упомянутый автомат COM, алгоритмы его постро-
ения и доказательство его совпадения с универ-
сальным автоматом [42], [43], [44] (с точностью до
переобозначения состояний) – всё это было нами
рассмотрено в [45], [46] (см. также [47]).

• Кроме того, рассмотрение некоторых алгебраиче-
ских аспектов тематики, связанной с выполнением
бинарного отношения ⩽|⩾ , было начато в [48]. От-
метим, что это тема далеко не закрыта: в этой ста-
тье подмоноиды супермоноида свободного моноида
классифицируются «с точки зрения префиксов», но
при этом ещё возможно:
– расширить (дополнить) дакую классификацию;
– одновременно с ней – рассматривать ещё и
классификацию подмоноидов «с точки зрения
суффиксов».

24 Несмотря на такой порядок опубликования, читать эти статьи же-
лательно «в порядке обратном»: сначала про возможные дуги автомата
для заданного регулярного языка – и уже потом про зависящие от них
свойства базисного конечного автомата.

25 Стóит, однако, отметить, что в этой статье были приведены только
схемы алгоритма и соответствующего доказательства; полные варианты
мы предполагаем опубликовать в будущем.
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Обобщая всё это, можно сказать, что приведённый в
[5] практический алгоритм – полиномиальный алгоритм
проверки выполнения условия морфического образа рас-
ширенного максимального префиксного кода – может
быть полезен для многих теоретических результатов,
рассматриваемых в тех работах. Конкретно, многие при-
ведённые там «чисто теоретические» алгоритмы ранее
рассматривались без какой-либо оценки их сложности –
поскольку она:

• либо – согласно тематике статей – просто не требо-
валась;

• либо была экспоненциальной – обычно это проис-
ходит из-за необходимости постороения эквивалент-
ного канонического автомата; при этом отметим, что
подобные построения часто бывают необходимы и
в тех случаях, когда явно они не указаны 26

Более того, в процитированных статьях легко отыскать
ситуации, в которых сложность рассматриваемых алго-
ритмов составляет

∼ 22
n

,

где n – число состояний исходного автомата.
Теперь же, т. е. после публикации материала настоящей

статьи, эту сложность алгоритмов можно:
• во-первых, оценить;
• и, во-вторых, иногда улучшить.

Однако, по-видимому, бóльшие подробности выходят за
рамки рассматриваемой здесь тематики.

VII. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в настоящей статье мы рассмотрели:
• задачи исследования необходимых условий равен-
ства бесконечных итераций конечных языков,

• построение (на основе этих условий) алгоритмов
проверки принадлежности некоторого конечного
языка множеству морфических образов расширен-
ных максимальных префиксных кодов,

• алгоритмы построения соответствующих морфиз-
мов,

• а также применение этих алгоритмов в различных
задачах теории формальных языков.

Ещё раз отметим, что в статье мы не приводили новые
алгоритмы, теоремы и т. п.; основной предмет статьи –
мотивация к рассмотрению подобных задач.
Как обычно, приведём возможные направления даль-

нейших работ по этой тематике.
На основе материала статьи понятно, что основной

темой является будущая работа с планом доказательства
возможности сведéния равенства P =NP к одной гипо-
тезе теории формальных языков – т. е. доведения этого
плана, схематино описанного в разделе IV, до строгого
изложения. Однако здесь мы имеем в виду сопутствую-
щие подзадачи – которые необходимо решить в первую
очередь.
Необходимо описать полиномиальный алгоритм, ре-

шающий задачу построения языка h−1
A (B), т. е. алгоритм,

строящий язык – инверсный морфизм для некоторого

26 Например, такие эквивалентные канонические автоматы необхо-
димо строить при применении в алгоритмах либо функций разметки
φin

K
и φout

K
, либо бинарного отношения #…

заданного конечного языка. (Это была «более сложная
задача», названная так в сноске 8 статьи [5].)
Не менее важно окончание работы над задачей по-

строения оптимального инверсного морфизма. См. по
этому поводу мотивацию, приведённую в [9], [10], [11].
И важно отметить, что, в отличие от материала статьи
[5], при решении общей задачи построения оптимального
инверсного морфизма язык B не задан.
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On the complex of problems for the study
of the necessary conditions for the equality
of infinite iterations of finite languages

Boris Melnikov

Abstract—In some previous publications, we investigated the
properties of a special binary relation, which was sometimes
called the equivalence relation at infinity. For a pair of finite
languages, the equality of infinite iterations of these languages
is necessary and sufficient to fulfill this relationship.
Earlier, we considered examples of the application of this

relation: both examples describing the necessary conditions
for its implementation, and examples of its use in various
fields of formal language theory. The problems considered
in this paper can be called the tasks of investigating the
necessary conditions for the equality of infinite iterations of
finite languages, building algorithms based on these conditions
to verify that a finite language belongs to a set of morphic
images of extended maximal prefix codes and algorithms for
constructing corresponding morphisms, as well as the use of
such algorithms in some problems of the theory of formal
languages.
The main subject of the paper is motivation to consider

such tasks. And, apparently, the main “component” of such
motivation is the plan of proving the possibility of reducing
the equality P =NP to the special hypothesis of the theory of
formal languages formulated earlier in one of our previous
publications. It is worth noting that the first version of this
plan was published by us in 2011; here is an amended version,
and with a much larger number of comments. However, the
basic idea is the same, but here it has already been formalized
specifically, and the solutions to many auxiliary subproblems
necessary for the implementation of such a plan have already
been published over the past time.
Briefly, this basic idea can be formulated as follows. For some

nondeterministic finite automaton, a pair of finite languages is
constructed in a special way, and for this pair it is shown
that if the above hypothesis were fulfilled, then there would
be an algorithm for checking the fulfillment of the equivalence
relation at infinity in polynomial time. But, on the other hand,
taking an arbitrary nondeterministic finite automaton and
considering it as an NSPRI automaton defined in our previous
publications, we could construct a pair of finite languages
corresponding to this automaton in polynomial time; and this
pair satisfies the equivalence relation at infinity if and only if the
language of the NSPRI automaton coincides with the universal
language over a given alphabet (i.e., a language containing all
possible words). Thus, the fulfillment of the above hypothesis
entails the fulfillment of the equality P =NP.

Keywords—formal languages, iterations of languages, bina-
ry relations, morphisms, inverse morphisms, algorithms, poly-
nomial algorithms.
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