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Аннотация— Данная научная статья посвящена 

определению форм-фактора газового лазера расчётным 
методом. Результатом работы является типовой алгоритм 
определения уравнения спектральной линии лазерного 
излучения для режима развитой генерации с приведённым 
примером решения задачи по определению форм-фактора 
газового лазера на примере гелий-неонового лазера. 
Приведённый в статье алгоритм может быть положен в 
основу методик определения расчётным методом 
спектральной плотности лазерного излучения при 
проектировании газовых лазеров. В статье показано, что 
для газового лазера в режиме развитой генерации, когда 
число фотонов в моде резонатора достаточно велико, а 
амплитудные и фазовые флуктуации являются 
независимыми, при этом изменения фазы носят 
случайный характер и имеют нормальное распределение, 
уравнение огибающей спектра излучения представляет 
собой результат прямого преобразования Фурье 
двумерной корреляционной функции сигнальной 
составляющей излучения, амплитуда которого 
определяется суммарной амплитудой фотонов в моде 
резонатора. Цель – разработка результативного, 
дискретного, определённого и массового алгоритма 
определения явного вида функции, являющейся 
математической моделью спектра лазерного излучения на 
примере газового лазера. Метод проведения работы: в 
работе использовался расчётный метод определения форм-
фактора газового лазера на примере обычного гелий-
неонового лазера. Результаты: синтезирован 
результативный, дискретный, определённый и массовый 
алгоритм определения спектральной плотности излучения 
газового лазера и приведён пример, доказывающий 
работоспособность предложенного алгоритма. Область 
применения результатов: полученные результаты могут 
быть положены в основу перспективных методик 
определения расчётным методом спектральной плотности 
лазерного излучения при проектировании газовых 
лазеров. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 
Актуальными и практически важными в настоящее 

время проблемами в процессе проектирования и 
производства лазеров являются научные проблемы, 
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связанные с определением спектров излучения 
последних. С одной стороны, на сегодняшний день, 
существует много подходов к решению таких проблем, 
использующих в том числе и расчётные методы. С 
другой стороны, по мнению автора, во избежание 
путаницы, связанной с описанием лазерного излучения 
с точек зрения классической, полуклассической и 
квантовой теориями требуется некоторый единый 
упорядоченный подход, позволяющий определить 
форм-фактор. 

Изложенное противоречие, в некотором смысле, 
порождает научную проблему поиска единого подхода к 
определению форм-фактора – выводу уравнения 
спектральной плотности излучения лазера, 
непротиворечащего классической и полуклассической 
теориям электромагнитной волны, а также квантовой 
теории света. Поэтому целью научной статьи является 
разработка результативного, дискретного, 
определённого и массового алгоритма определения 
явного вида функции, являющейся математической 
моделью спектра лазерного излучения на примере 
газового лазера. В данном научном труде предлагается 
алгоритм, удовлетворяющий вышеперечисленным 
свойствам, в основе которого лежат полуклассические 
уравнения Максвелла-Блоха. Алгоритм может быть 
положен в основу перспективных методик определения 
расчётным методом спектральной плотности лазерного 
излучения при проектировании газовых лазеров. 

II. АНАЛИЗ СОСТОЯНИЯ ВОПРОСА  

В отечественной и зарубежной литературе очень 
много внимания уделяется проблеме определения 
спектров излучения лазеров [2-4, 10, 15]. При решении 
данной проблемы, в силу ряда особенностей протекания 
физических процессов при работе лазера, удобнее всего 
использовать функцию форм-фактора [5, 7, 13]. В 
целом, решение задачи определения форм-фактора 
любого лазера сводится к нахождению уравнения для 
спектральной плотности его излучения. 

Известно [1], что комплексная амплитуда фотона в 
моде резонатора газового лазера определяется с 
помощью выражения 
�̇� = �𝑖 ∙ Δ − 1

𝜏𝑎
� ∙ 𝑎 − 𝑖 ∙ 𝜔𝑅 ∙ 𝜎 + 𝐹𝑎(𝑡),     (1) 

а уравнение для комплексной инверсии 
населённостей имеет следующий вид: 
�̇� = 2 ∙ 𝑖 ∙ 𝜔𝑅 ∙ (𝑎+ ∙ σ − 𝜎+ ∙ 𝑎) − (𝐷−𝐷0)

𝜏𝐷
+ 𝐹𝐷(𝑡).  

 (2) 
В выражениях (1) и (2): 
Δ – разница циклических частот фотона моды 

резонатора и излучения; 
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𝑎, 𝑎+ – оператор уничтожения и рождения фотонов 
соответственно в моде резонатора в картине 
Шредингера; 
σ, 𝜎+ – понижающий и повышающий операторы 

матрицы Паули соответственно; 
𝜏𝑎, 𝜏𝐷 – времена затуханий амплитуды моды 

резонатора и инверсии населённостей двухуровневой 
системы перехода соответственно; 
𝐷 – инверсия населённостей двухуровневой системы 

перехода; 
𝐷0 – ненасыщенная инверсия населённостей 

двухуровневой системы перехода, возникающая в 
результате внешней накачки; 
𝜔𝑅 – циклическая частота Раби; 
𝐹𝑎(𝑡), 𝐹𝐷(𝑡) – комплексные составляющие шумов 

квантования. 
Комплексная амплитуда электрической компоненты 

лазерного излучения [2] с учётом выражений (1) и (2) 
записывается следующим образом: 
�̇� = �𝜏𝜎 ∙ Ω𝑅2 ∙ 𝐷0 −

1
𝜏𝑎
� ∙ 𝑎 − 4 ∙ 𝜏𝐷 ∙ 𝜏𝜎2 ∙ Ω𝑅4 ∙ 𝐷0 ∙ |𝑎|2 ∙

𝑎 + 𝐹(𝑡) (3) 
С учётом основных положений теории возмущений, 

амплитуда фотона 𝑎 может быть представлена в виде 
выражения (4) 
𝑎 = �𝑎0 + 𝛿𝑎(𝑡)� ∙ 𝑒𝑖∙𝛿𝜑(𝑡).       (4) 
В выражении (4): 
𝛿𝑎 и 𝛿𝜑 – случайные функции детерминированного 

аргумента 𝑡, описывающие соответственно 
амплитудные и фазовые флуктуации, а для амплитуды 
справедливо соотношение 𝛿𝑎

𝑎
≪ 1; 

𝑎0 – стационарное решение уравнений Максвелла-
Блоха для условия отсутствия шумов. 

Выражение для стационарного значения 𝑎0 имеет 
следующий вид: 

𝑎0 = � 𝜏𝜎∙Ω𝑅
2 ∙𝐷0−

1
𝜏𝑎

4∙𝜏𝐷∙𝜏𝜎2 ∙Ω𝑅
4 ∙𝐷0

.        (5) 

Сформулируем более строго задачу определения 
явного вида функции форм-фактора для газового лазера, 
относящегося к лазерам класса А, в режиме развитой 
генерации, когда: 

число фотонов в моде резонатора составляет 𝑁 ≫ 1; 
выполняются соотношение вида 𝜏𝑎 ≫ 𝜏𝜎 , 𝜏𝑎 ≫ 𝜏𝐷, 
амплитудные и фазовые флуктуации являются 

независимыми. 
 

III. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Известно, что система уравнений для амплитудных и 

фазовых флуктуаций в первом порядке по 𝛿𝑎
𝑎

 имеет 
следующий вид [16, 17, 18]: 

�
𝛿�̇� = 1

𝑎0
∙ 𝐼𝑚�𝐹(𝑡) ∙ 𝑒−𝑖∙𝛿𝜑�

𝛿�̇� = −2 ∙ 𝛾 ∙ 𝛿𝑎 + 𝑅𝑒�𝐹(𝑡) ∙ 𝑒𝑖∙𝛿𝜑�
.      (6) 

В системе уравнений (6) величина 𝛾 является 
коэффициентом затухания релаксационных колебаний и 
определяется с помощью выражения 
𝛾 = 𝜏𝜎 ∙ Ω𝑅2 ∙ 𝐷0 −

1
𝜏𝑎

. 

Усреднение приращений фаз 𝛿�̇�(𝑡) и 𝛿�̇��𝑡/� 
осуществляется с помощью мнимых частей шумовых 
функций 𝐹(𝑡) и 𝐹�𝑡/� с помощью выражения 

〈𝛿�̇�(𝑡), 𝛿�̇��𝑡/�〉 = 〈𝐼𝑚[𝐹(𝑡)]𝐼𝑚�𝐹�𝑡/��〉
𝑎0
2 = 2∙𝑛�+1

2∙𝜏𝑎∙𝑁
∙ 𝛿�𝑡 − 𝑡/�, 

 (7) 
откуда находится дисперсия фазы 

𝛿𝜑2����� = ∫ 𝑑𝑡/ ∫ 〈𝛿�̇��𝑡/�𝛿�̇��𝑡//�〉𝑑𝑡// = 2∙𝑛�+1
2∙𝜏𝑎∙𝑁

∙ 𝑡 = 2 ∙𝑡/

0
𝑡
0

𝐷𝜑 ∙ 𝑡. (8) 
Множитель 𝐷𝜑  в выражении (6) является 

коэффициентом диффузии фазы [19], определяемый с 
помощью выражения вида 
𝐷𝜑 = 2∙𝑛�+1

4∙𝑛∙𝜏𝑎
,          (9) 

который описывает временную динамику её 
изменения, где количество фотонов в моде резонатора 
определяется как 𝑁 = |𝑎0|2. 

Таким образом, по известным выражениям для 
амплитуды фотона 𝑎, на основании информации о виде 
распределений случайных составляющих приращений 
амплитуды и фазы 𝛿𝑎 и 𝛿𝜑, а также усреднённого 
значения экспоненты 𝑒𝑖∙𝛿𝜑, требуется определить 
явный вид функции спектральной плотности излучения 
𝑆(𝜈), включающую в себя сигнальную и шумовую 
составляющие. 

Алгоритм определения форм-фактора газового 
лазера представляет собой последовательность 
действий, направленных на определение вида функции 
спектральной плотности лазерного излучения. Процесс 
определения спектральной плотности осуществляется с 
учётом наличия ряда допущений: 

1. Значение величины приращения фазы 𝛿𝜑 является 
случайным во времени и имеет нормальное 
распределение 

𝑊(𝛿𝜑, 𝜏) = 1

�4∙𝜋∙𝐷𝜑∙𝜏
∙ 𝑒

− 𝛿𝜑2
4∙𝐷𝜑∙𝜏       (10) 

с нулевым математическим ожиданием 𝛿𝜑���� = 0 и 
корреляционной функцией, представляющей собой 
дельта-функцию. 

2. Среднее значение экспоненты 𝑒𝑖∙𝛿𝜑 определяется 
выражением: 
〈𝑒𝑖∙𝛿𝜑〉 = ∫ 𝑒𝑖∙𝛿𝜑 ∙∞

−∞ 𝑊(𝛿𝜑, 𝜏)𝑑𝛿𝜑 = 𝑒−𝐷𝜑∙𝜏.   
 (11) 

С учётом принятых допущений при нулевых 
начальных условиях вида 𝑡 = 0, 𝛿𝑎(0) = 0, решение 
второго дифференциального уравнения системы 
уравнений (4) имеет вид 
𝛿𝑎(𝑡) = ∫ 𝑅𝑒 �𝐹�𝑡/� ∙ 𝑒−2∙�𝑡−𝑡/�𝑑𝑡/�𝑡

0 .     (12) 
Корреляционная функция определяется с помощью 

выражений вида: 
а) для нестационарного состояния: 
〈𝛿𝑎(𝑡), 𝛿𝑎(𝑡 + 𝜏)〉 = 2∙𝑛�+1

8∙𝑛∙𝛾∙𝜏𝑎
∙ �𝑒−2∙𝛾∙𝜏 − 𝑒−2∙𝛾∙(2∙𝑡+𝜏)�,  

 (13) 
б) для стационарного состояния: 

〈𝛿𝑎(𝑡), 𝛿𝑎(𝑡 + 𝜏)〉 �
𝑡 = 0

= (2 ∙ 𝑛� + 1) ∙ 𝑒
− 𝛾∙𝜏
8∙𝑎0

2∙𝛾∙𝜏𝑎.  

 (14) 
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Исходными данными для определения уравнения 
спектральной плотности излучения газового лазера 
являются следующие величины: 
𝑁 – количество фотонов в моде резонатора; 
𝑛� – средняя инверсия населённостей двухуровневой 

системы перехода; 
𝜏𝑎 – время затухания амплитуды моды резонатора; 
𝜏𝜎  – время затухания амплитуды вектора поляризации 

атомов активной среды лазера; 
𝜏𝐷 – время затухания процессов инверсии 

населённостей двухуровневой системы перехода; 
𝜈∗ – частота фотона моды резонатора; 
Ω𝑅 – частота Раби в поле вакуумных флуктуаций 

резонатора. 
Требуется определить уравнение огибающей 

спектральной плотности лазерного излучения 𝑆(𝜈) в 
явном виде. 

Алгоритм определения вида функции 𝑆(𝜈) сводится к 
выполнению следующей последовательности действий: 

1. Сначала, с помощью выражения (9), на основании 
известных величин средней инверсии 𝑛�, времени 
затухания 𝜏𝑎 и количества фотонов в моде резонатора 𝑁 
определяется величина диффузии фазы 
𝐷𝜑 = 2∙𝑛�+1

2∙𝜏𝑎∙𝑁
.          (15) 

2. На втором шаге, по вычисленному значению 
диффузии фазы 𝐷𝜑 , известных значений времён 
затухания 𝜏𝜎 , 𝜏𝐷 и частоты Раби Ω𝑅, определяется 
значение 

𝐷𝑎 = 8∙𝑁∙𝜏𝐷∙𝜏𝜎∙Ω𝑅
2

𝜏𝑎
+ 𝐷𝜑.        (16) 

Из выражений (15) и (16) видно, что в режиме 
развитой генерации величина 𝐷𝑎 прямо 
пропорциональна, а величина 𝐷𝜑  – обратно 
пропорциональна числу фотонов 𝑁 в моде резонатора, 
поэтому выполняется условие 𝐷𝑎 ≫ 𝐷𝜑 . 

3. Поскольку огибающая спектра сигнала является 
результатом прямого преобразования Фурье его 
двумерной корреляционной функции, то используя 
соотношения (8) и (11), получаем: 

𝑆(𝜈) =
1

2 ∙ 𝜋
∙ 𝑅𝑒 ��〈𝑎(0), 𝑎(𝜏)〉 ∙ 𝑒𝑖∙2∙𝜋∙𝜈∙𝜏𝑑𝜏

∞

0

� = 

=
1

2 ∙ 𝜋
∙ 𝑅𝑒 ��〈�𝑎0 + 𝛿𝑎(0)�, �𝑎0 + 𝛿𝑎(𝜏)�

∞

0

∙ 𝑒𝑖∙𝛿𝜑(𝜏)〉 ∙ 𝑒𝑖∙2∙𝜋∙(𝜈−𝜈∗)∙𝜏𝑑𝜏� = 

=
1

2 ∙ 𝜋
∙ 𝑅𝑒 ��(𝑎02 + 〈𝛿𝑎(𝑡), 𝛿𝑎(𝑡 + 𝜏)〉) ∙ 〈𝑒𝑖∙𝛿𝜑〉

∞

0

∙ 𝑒𝑖∙2∙𝜋∙(𝜈−𝜈∗)∙𝜏𝑑𝜏� = 

=
1

2 ∙ 𝜋
∙ 𝑅𝑒 �� 𝑎02 ∙ 〈𝑒𝑖∙𝛿𝜑〉 ∙ 𝑒𝑖∙2∙𝜋∙(𝜈−𝜈

∗)∙𝜏𝑑𝜏
∞

0

� + 

+
1

2 ∙ 𝜋
∙ 𝑅𝑒 ��〈𝛿𝑎(𝑡), 𝛿𝑎(𝑡 + 𝜏)〉 ∙ 〈𝑒𝑖∙𝛿𝜑〉

∞

0

∙ 𝑒𝑖∙2∙𝜋∙(𝜈−𝜈∗)∙𝜏𝑑𝜏� = 

= 𝑆𝜑(𝜈) + 𝑆𝑎(𝜈).         (17) 
Первое слагаемое 𝑆𝜑(𝜈) уравнения (17) представляет 

собой шумовую составляющую спектральной плотности 
лазерного излучения, а второе слагаемое 𝑆𝑎(𝜈) – 
сигнальную. Конечные выражения шумовой и 
сигнальной составляющих имеют вид: 
𝑆𝜑(𝜈) = 𝑆𝜑0 ∙

𝐷𝜑
𝜋∙�4∙𝜋2∙(𝜈−𝜈∗)2+𝐷𝜑2�

,      (18) 

𝑆𝑎(𝜈) = 𝑆𝑎0 ∙
𝐷𝑎

𝜋∙�4∙𝜋2∙(𝜈−𝜈∗)2+𝐷𝑎2�
,      (19) 

В выражениях (18) и (19) величины являются 𝑆𝜑0, 𝑆𝑎0 
– нормировочными константами. 

Таким образом, выражение для форм-фактора 
газового лазера в окончательном виде записывается 
следующим образом: 

𝑆(𝜈) = 1
𝜋
∙ �𝑆𝜑0 ∙

𝐷𝜑
�4∙𝜋2∙(𝜈−𝜈∗)2+𝐷𝜑2�

+ 𝑆𝑎0 ∙

𝐷𝑎
�4∙𝜋2∙(𝜈−𝜈∗)2+𝐷𝑎2�

�.  (20) 

Иногда спектральную плотность 𝑆(𝜈) удобно 
представить в виде функциональной зависимости 
энергетики излучения 𝑆(𝜆) от длины волны 𝜆. В этом 
случае выражение (20) приводится к виду: 
𝑆(𝜆) =

1
𝜋
∙ �𝑆𝜑0 ∙

𝐷𝜑

�4∙𝜋2∙�𝑐𝜆−𝜈
∗�
2
+𝐷𝜑2�

+ 𝑆𝑎0 ∙
𝐷𝑎

�4∙𝜋2∙�𝑐𝜆−𝜈
∗�
2
+𝐷𝑎2�

�.  (21) 

 
Пример. Покажем, как работает предложенный в 

статье алгоритм на конкретном примере. Типовым 
примером газового лазера является гелий-неоновый 
лазер [20]. Исходными данными для определения 
спектральной плотности излучения гелий-неонового 
лазера, работающего в режиме развитой генерации, 
являются следующие величины: 

− количество фотонов в моде резонатора 
𝑁 = 2 ∙ 106 [см−3]; 

− средняя инверсия населённостей 
двухуровневой системы перехода 𝑛� = 109 [см−3]; 

− время затухания амплитуды моды 
резонатора 𝜏𝑎 = 10−7 [с]; 

− время затухания амплитуды вектора 
поляризации атомов активной среды лазера 𝜏𝜎 =
0,5 ∙ 10−9 [с]; 

− время затухания процессов инверсии 
населённостей двухуровневой системы перехода 
𝜏𝐷 = 10−9 [с]; 

− частота фотона моды резонатора 𝜈∗ =
4,741 ∙ 1014 [Гц]; 

− частота Раби в поле вакуумных флуктуаций 
резонатора Ω𝑅 = 10−9 [Гц]. 

Требуется: 
− определить уравнения огибающей 

спектральной плотности лазерного излучения как по 
частоте 𝑆(𝜈), так и по длине волны 𝑆(𝜆); 

17 
 



International Journal of Open Information Technologies ISSN: 2307-8162 vol. 10, no. 1, 2022 
 

− построить графики функций вида 𝑆(𝜈) и 
𝑆(𝜆) для наглядного отображения форм-фактора гелий-
неонового лазера. 

С учётом принятых допущений (10) – (11), уравнение 
огибающей спектра излучения гелий-неонового лазера 
определяется следующим образом: 

1. С помощью выражения (15) определяется величина 
диффузии фазы: 

𝐷𝜑 = 2∙𝑛�+1
2∙𝜏𝑎∙𝑁

= 2∙109 �см−3�+1
2∙10−7 [с]∙2∙106 [см−3]

≈ 5 ∙ 109 [Гц]. 
2. Величина диффузии 𝐷𝑎 рассчитывается с помощью 

выражения (16): 

𝐷𝑎 = 8∙𝑁∙𝜏𝐷∙𝜏𝜎∙Ω𝑅
2

𝜏𝑎
+ 𝐷𝜑 =  

= 8∙2∙106∙10−9 [с]∙0,5∙10−9 [с]∙�10−9�
2[Гц]2

𝜏𝑎=10−7 [с]
+ 5 ∙

109[Гц] ≈  
≈ 8 ∙ 1013 [Гц]. 

3. Расчитанные в пунктах 1 и 2 величины 𝐷𝜑  и 𝐷𝑎 
подставляются в выражения (20) и (21), преобразуя их с 
учётом остальных исходных данных к окончательным 
видам: 

𝑆(𝜈) ≈ 5∙1017

𝜋∙[(6,283∙1014∙𝜈−2,979∙1015)2+2,5∙1019]
+  

+ 8∙1017

𝜋∙[(6,283∙1014∙𝜈−2,979∙1015)2+2,011∙1028]
, 

𝑆(𝜆) ≈ 5∙1017

𝜋∙��1,885∗1015
𝜆 −2,979∙1015�

2
+2,5∙1019�

+  

+ 8∙1017

𝜋∙��1,885∙1015
𝜆 −2,979∙1015�

2
+2,011∙1028�

. 

Результаты графического решения уравнений (20) и 
(21) представлены на рисунках 1 и 2 соответственно. 

 
Рис. 1 График зависимости S(ν). 

 
Рис. 2 График зависимости S(λ). 

 

Анализ графиков, приведённых на рисунках 1 и 2, 
показывает, что максимальная амплитуда излучения, 
соответствующая резонансной частоте 𝜈∗, составляет 
приблизительно 0,64 [мВт], а ширина спектра не 
превышает 2 [ГГц] по частоте (2,67 [пм] по длине 

волны), что практически не выходит за рамки 
техническим характеристик типового гелий-неонового 
лазера [6, 8, 9, 12, 14]. 

 

IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Приведённый в данной научной статье алгоритм 

определения спектральной плотности S(ν) излучения 
газового лазера, работающего в режиме развитой 
генерации, когда число фотонов в моде резонатора N 
очень велико, а амплитудные и фазовые флуктуации 
являются независимыми, является определённым, 
результативным, массовым и дискретным. Об 
определённости предложенного алгоритма 
свидетельствует факт получения однозначных 
результатов вычислительного процесса получения 
явного вида функций S(ν) и S(λ) при конкретных 
заданных исходных данных. Подтверждением 
дискретности служит наличие в алгоритме не 
вызывающих сомнений определённых этапов его 
выполнения. Факт определения явного вида искомых 
функций S(ν) и S(λ) через конечное количество шагов 
доказывает результативность алгоритма. Данный 
алгоритм может быть положен в основу методик 
определения расчётным методом спектральной 
плотности S(ν) лазерного излучения, например, при 
проектировании газовых лазеров, что говорит о 
массовости алгоритма. 
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Abstract— This scientific article is devoted to the 

determination of the form factor of a gas laser by the 
calculation method. The result of the work is a typical 
algorithm for determining the equation of the spectral line of 
laser radiation for the developed generation mode with the 
given example of solving the problem of determining the form 
factor of a gas laser on the example of a helium-neon laser. The 
algorithm given in the article can be used as the basis for 
methods for determining the spectral density of laser radiation 
by the calculation method when designing gas lasers. The 
article shows that for a gas laser in the advanced generation 
mode, when the number of photons in the resonator mode is 
sufficiently large, and the amplitude and phase fluctuations are 
independent, while the phase changes are random and have a 
normal distribution, the equation of the envelope of the 
radiation spectrum is the result of a direct Fourier transform 
of the two-dimensional correlation function of the signal 
component of radiation, the amplitude of which is determined 
by the total amplitude of photons in the resonator mode. 
Development of an effective, discrete, definite and mass 
algorithm for determining the explicit form of a function that is 
a mathematical model of the laser radiation spectrum on the 
example of a gas laser. Methodology: the paper used a 
computational method for determining the form factor of a gas 
laser on the example of a conventional helium-neon laser. 
Results: a productive, discrete, definite and mass algorithm for 
determining the spectral density of gas laser radiation is 
synthesized and an example is given that proves the efficiency 
of the proposed algorithm. Practical implication can be used as 
the basis for promising methods for determining the spectral 
density of laser radiation by the calculated method when 
designing gas lasers.  

Key words— gas laser, resonator mode, two-level system, 
Rabi frequency, advanced generation mode, population 
inversion, amplitude and phase fluctuations, phase diffusion, 
form factor, radiation spectrum. 
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